Geof. Int., Vol. 25-2, 1986, pp. 327-345

EL METODO DE REDUCCION CICLICA A LA ECUACION
DE VORTICIDAD

I. PEREZ GARCIA*

R. MURILLO**

D. CASTELAN**

{Recibido: 19 de septiembre, 1984)
{Aceptado: 19 de noviembre, 1984)

RESUMEN

Se analiza un método numérico directo de reduccién ciclica para resolver ecuaciones de tipo
eliptico.

Al aplicar el método citado a la ecuacién de vorticidad no-divergente y al introducir el Ja-

cobiano de Arakawa, el Laplaciano truncado a cuarto orden y condiciones a la frontera reales,
los resultados muestran un mayor alcance en el tiempo de prondstico.

ABSTRACT

A direct numerical method of cyclical reduction is analized to solve elliptical equations.
The results show a larger range in the weather forecasting when using this method in the

equation of non-divergent vorticity introducing the Arakawa’s Jacobean and the Laplacian’s
truncate at 4th order and real boundary conditions.

* Centro de Ciencias de la Atmésfera, UNAM, México, D. F., MEXICO.
** Sria. de Agricultura y Recursos Hidrdulicos, México, D. F,, MEXICO.
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INTRODUCCION

Recientemente han aparecido métodos numéricos directos para resolver
ecuaciones elipticas. Hockney (1965) propone un método para la ecua-
cion de Poisson, Barreto (1983) desarrolla el mismo método para la
ecuacién de Helmholtz y otro muy importante es el algoritmo de Bune-
man (1969). Estos autores explotan la estructura de la matriz que re-
sulta al discretizar la ecuacibdn eliptica y obtienen en forma recursiva la
solucién del problema de valores a la frontera.

El prop6sito del presente trabajo es describir una variante del método
de reduccion, que llamaremos “variante uno”, donde se calcula en for-
ma directa el valor del segundo miembro de la ecuacién matricial final-
mente reducida, con el objeto de encontrar la inestabilidad que ocurre
debida al crecimiento exponencial de E® mencionada en Buzbee, Golub
y Nielson (1970).

Las pruebas se hicieron para la ecuacién elfptica de vorticidad y se
compararon con el caso estable (variante de Buneman).

METODO DE REDUCCION CICLICA DE BLOQUE

El Método de Reduccion Ciclica consiste en analizar la matriz que resul-
ta de discretizar la ecuacion eliptica y reducir recursivamente la ecua-
cibn matricial a s6lo la mitad de incognitas estructuradas de la misma
manera que las originales, reduciendo asi hasta una sola matriz incégni-
ta (Stoer and Bulirsch, 1980).

Para esto, Hockney (1965) calculaba originalmente los yalores pro-
pios de la matriz; esto fue eliminado por la variante de Buneman (Buz-
bee. Golub y Nielson, 1970). En el presente desarrollo se utilizardn un
método similar y otra variante. La ecuacidn elfptica de segundo orden
discutida por Rosmond y Faulkner (1976) con la condicion a la frontera
de Dirichlet es:

Wy +a'(x) Uax +H' X)W - 7Y = 8x, y) v (%, ¥)eQ (1)

\I-’(X, Y) = h(X, Y) * (2)
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donde
= {(x,y) la<x<b, c<y<d } cR?

es una region rectangular de la atmosfera (a = 1400 oeste, b = 600 oeste,
¢ = 69 norte, d = 389 norte), y 052 es la frontera de Q con o', 8, 7', Ly
h como funciones continuas; la ecuacién (1) contiene como caso parti-
cular la ecuacidn elfptica de vorticidad no divergente. Expresando (1)
en forma matricial para una malla de 41 x 17 puntos, tenemos una
ecuacion matricial de 15 x 15.

E¥i, +(-1)¥;; = Gy, (3-1)
(-D¥jr.; +E¥;5r +(-1) 01 = Gy (3-2)
(-DW¥i1s +E ¥j56 = Gise (3-3)

donde: (3-1) corresponde al primer renglén, (3- 2) al j’-ésimo y (3-3) al
ultimo renglén,

con j’=3,...,2%1 n=4,

8, v 0. .. 0]
- matriz
E= . afm . ; 1“[ identidad]
9x3I9
o . . . YaoBao
- - 39x39
by 2 DxB Ay 2,
o= (AR @) = G e+
Ax
7= () (~oP- BBy L Gum iy 5 U= (g Vo Vi)

En (3-3), paraj'=j- 1,j,j+ 1 tenemos
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(-D¥y.2 +E¢55., + (- D55 = Gjjy (4-1)
(D1 + By + (- DW= Gy (4-2)
(-Dyjj + E¥j5; + (-D Y542 = Gijuy (4-3)

multiplicando (4-2) por E y suméndole (4-1) y (4-3) obtenemos la pri-
mera reduccidén

(_l)q’ijd + (E2 ‘21)‘I’ij + (- 1)\I’ij+2 = EGij+Gij-1 + Gij+1 = G.Q) (%)

1

parai=2,4,..,40yj=3,5,..,15, y condicibn a la froniera y;; =
Y= 0.

La ecuacidon (5) es una matriz de 7 x 7 tridiagonal como (3), por lo
que el proceso se puede aplicar nuevamente.

Multiplicando (5) por E? - 2 1 = EM) obtenemos
Dot HEDT+ (- Dyt =G +6{ i+ EVGY = 6P ©)
conj=5,913yr=2.
Repitiendo el proceso tenemos
(~D¥jjp + EV 9 + (-1 ¥ = G )
paraj=9,r=3y Y, = ¥,=0 con ET*V=(EM)2 - 2 1.

La ecuacion (7) en forma explicita es
E® yis = G5 ®)
donde:
E@ = ((B* - 21 - 21 -21 y
GY = { (B* - 21 - 21} {(E® - 21)(EGis + Gis + Giro) +EGi7 + Gis + Gis +
EGii +Giro +Gi12}+ (E2 - 21)(E Gis + Gja + Gijs) + EGi3 + Gj, +
Gis + EGj, + Gijs + Gijs + (E2 - 21) (EGj13 * Gi1z + Gjia) T EGjuy + .

Gi10+ Gilz + EGilS +Gi14+ Gilé-
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parai=2,4,...... ,40.

Factorizando E®, (Stoer and Bulirsch, 1980)
EO=(E-7n1)..... (E-5l)

donde:
2~ 1
T = 2 cos, (—51‘;1—')77}
paraj=1,2,...2" y r = 3, por lo que el primer miembro de la ecua-
cion (4) queda como

2I
TT(E - ;1) = G ©)
j=1

de (9) se determina ¥ y de (6) se determina W¥is y Y413. De (5) se ob-
tiene W;; para j = 3, 7, 11, 15 y de (4) se determinan los pares j = 2, 4,
.., 16.

Al calcular Gi(g)en (8) se introduce inestabilidad si se requiere ampliar
la region de integracion. Para evitar esto se emplea la variante de Bune-
man (1969), que aplicada en la ecuacioén (&) se expresa como

23
T (B =7y 1) (¥ - pS) = Qf (10-1)

Las matrices P§y QY se obtienen de las formulas de recursion:
O B = Bt W+ 102

@+1) _ @ @ (r+1)
Q= @y + Qi + 2Py (10-3)
parar=0, 1, 2 con las condiciones iniciales

©O_ . ©_q . 0 - O _
La solucién de (10-1) parai=2,...,40es
Wio = (¥ - PS)+ P

En la ecuacién (7) se emplea un procedimiento similar y se obtiene
Wi, ¥i3 con ¥y = Yiy = 0. Conociendo los valores impares se procede
a calcular los valores pares. :
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SOLUCION DE LA ECUACION DE VORTICIDAD

La ecuacion de vorticidad simple expresada como una ecuacién elfpti-
ca tipo Poisson, para una region £ de la atmosfera con frontera 082, es

W' (x,y, 1) Yy = IV +1,9) V(x,y)eQ (11)

Vi

la cual, como caso particular de (1) es
oy’ , , ,
V=737 5 @=8=13 +=0 y =1V +1y)
donde ¢' = gz/f es la funcién corriente, f el parametro Coriolis, g la
aceleracion de la gravedad, z la altura geopotencial,v? el operador La-
placiano y J el operador Jacobiano. Las condiciones a la frontera para
resolver (11) con la “variante uno” descrita en (3) - (8) y la variante de
Buneman, son las mismas que se presentan en el trabajo clasico de Char-
ney, Fjortoft y Von Neumann (1950). Donde se demuestra que la solu-
cion de (11) estd determinada si se especifican el campo (X, y) V(X, y)
€92 y la vorticidad de la parte de fluido que entra en 2. Suponiendo
ademds que )
! h(x,y) = ¥ =0
’ ot '3Q

Con las condiciones a la frontera anteriores, Bennett y Kloeden
(1978) demuestran que no es posible asegurar que (11) tiene soluciones
fisicas y demuestran que a partir de los datos iniciales suaves se pueden
desarrollar singularidades en el gradiente de vorticidad no real y de la
frontera, como lo muestran algunos resultados al final de este trabajo.
La dificultad ocurre en los puntos donde la velocidad del flujo es tan-
gente a 952, la cual es un coeficiente en la forma hiperbolica de (11).

Al expresar en diferencias finitas (11), se tratd de que la ecuacidn re-
tuviera todas las propiedades integrales y de que los errores de trunca-
cion fueran mfnimos, principalmente en el lado derecho de (11). Para
lograr esto se introdujo el Jacobiano de Arakawa (1972), que tiene la”
propiedad de conservar la integral de la vorticidad al cuadrado y la ener-
gfa cinética en una regién cerrada. Para el Laplaciano que estd en el la-
do derecho de (11), se emplea la relacion
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1
VY = 35 {2 TV ) - e 30V 4

16 v* W) (Xg2¥) + 6y} + ...

donde: D =AX= Ay eselancho de lamalla y

o2 .
v v = wi-rl,j‘f' dji-l,j+ ll/i,j+1+ wi,j-l - 44’11

Xty = {‘1’i+1,j+1 F Vicn o F Vi F Vieje - 405§ /2
(Milne, 1970).

RESULTADOS

Como se menciond anteriormente, el propédsito del presente trabajo fue
el uso del método de reduccidn ciclica a la ecuacion de vorticidad no di-
vergente, empleando la ‘“variante uno” y la de Buneman, lo cual permi-
te prondstico a 5 dias del campo geopotencial del nivel de 700 mb.

Se empled este nivel debido a que algunos autores (Thompson et al.,
1979; Krishnamurti et al., 1979a) afirman que el nivel de no divergen-
‘cia en algunas regiones tropicales es el de 700 mb.

En la figura 1 se muestra el campo observado inicial (en proyeccion
Mercator) correspondiente al dia 11 de junio de 1979 para la hora 00Z.

Un aspecto importante de este campo es la presencia de un gran anti-
ciclén centrado al sur de Estados Unidos. En las figuras 2a. 2b y 2c se
muestra el campo de isohipsas observado para los dias 12, 13 y 14 de
junio de 1979 para la hora 00Z, respectivamente. Taubensee (1979)
muestra y analiza el campo de flujo medio (isohipsas) en una regibn mds
amplia observado del 12 al 16 de junio de 1979 (figura 8a).

La region de integracion estd formada de 41 x 17 puntos. con longi-
tud de la malla AX = AY = 29, en proyeccion Mercator.

En las figuras 3a, 3b, 3c y 3d se muestran los campos pronosticados a
24,48, 72 y 120 horas, respectivamente.
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00Z (calculado) con suavizador cada media

Fig. 3a. Mapa de isohipsas del 12 de junio de 1979 del nivel 700 mb

hora.
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Fig. 4b. Mapa de isohipsas 13 de junio de 1979 del nivel 700 mb, 00Z (calculado) con s
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Cuando se resuelve el problema de valores iniciales (ecuacién 11),
con la “variante uno’’ se introduce en cada paso de tiempo (media hora)
el suavizador de Shuman (1959), con el propdsito de eliminar las ondas
cortas que aparecen en el curso de la integracién, debidas a los errores
de truncacién. De esta manera se logran integraciones hasta de 5 dias
o mas, con poco desplazamiento del anticiclon y el campo vecino ha-
cia el NW, que comparado con el observado muestra una buena concor-
dancia con la realidad (véanse figuras: 2a con 3a, 2b con 3b, 2¢ con 3c,
2d y 3d).

En general, los sistemas observados y pronosticados mantuvieron un
caracter estacionario. En un intento por averiguar este caracter, se em-
pled la variante de Buneman. Los resultados que se obtuvieron so6lo di-
ferfan en el orden de 4 metros geopotenciales o menos, por lo cual se
omiten.

Cambiando el intervalo del suavizador (6 horas) en la variante de
Buneman, se nota coémo los sistemas de longitud de onda corta empie-
zan a crecer sin limite en un pronodstico a dos dfas, mostrindose inesta-
bilidades que bloquean al sistema de gran escala, principalmente en re-
giones de latitudes bajas, donde el flujo es tangente a la frontera infe-
rior, (figuras 4a y 4b).

En las figuras 5a, 5b y 5S¢ se muestra un pron0stico a 24, 48 y 72 ho-
ras, respectivamente, con la ‘“variante uno” usando el suavizador de 3
horas. Se puede observar que el uso de este suavizador no permitird
prondstico arriba de las 48 horas, por las mismas causas que en el caso
del suavizador de 6 horas.

CONCLUSIONES

Los resultados de este trabajo muestran que al aplicar el método directo
a la ecuacién de vorticidad con la “‘variante uno”, en una parte de la re-
gién IV no se encontro la inestabilidad que ocurre debida al crecimiento
exponencial de E® (Buzbee, Golub y Nielson, 1970).

Comparados con la variante de Buneman con las mismas condiciones
iniciales; los valores de altura pronosticados s6lo diferian en el orden de
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4 metros geopotenciales; al introducir las mejoras mencionadas en la
seccidon 3 se ve un mayor alcance en el prondstico, dependiendo esto del
suavizador de Shuman (1957), cuyo umbral no fue determinado y es te-
ma de trabajo futuro. Los resultados demuestran que las zonas de ines-
tabilidad computacional se encuentran en la parte inferior de la region
de integracion, y que probablemente se deben al mal andlisis subjetivo
realizado. Actualmente se estd desarrollando un esquema de analisis
objetivo para regiones tropicales.

En el presente trabajo encontramos que es posible un pronéstico es-
table hasta 5 dias por el método matricial, usando la ecuacion de vorti-
cidad.
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