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RESUMEN

Se expresa la funcidén de corriente como una doble serie de Fourier, en una ecuacion de tipo
eliptica, y se transforma en un conjunto de ecuaciones lineales para los coeficientes. Estas ecua-
ciones se resuelven por integracién numérica para propdsitos de prondstico, con la omision de
todas las escalas grandes de movimiento.

Para calcular los coeficientes iniciales, se aproxima por medio de integrales dobles de fun-
ciones trigonométricas. La region de trabajo comprende las latitudes de 10° y 46° norte y las
- longitudes de 65° y 125° oeste, con una separacién de cuatro grados.

Se utiliza como méxima longitud la onda zonal y meridional 6 640 km y 4 150 km, respec-
tivamente, obteniéndose los nimeros de onda y los limites de la Serie de Fourier. El grado de
precisién del prondstico se obtiene del indice de correlacién de Pearson, encontrdndose una co-
rrelacién de 0.85 como maximo.

ABSTRACT

The stream function is expressed like a double Fourier Series in an equation of the elliptical
kind; this has been transformed in a set of linear equations for the coefficients. These equa-
-tions have been resolved, for forecasting purpose, using numerical integration neglecting the
large scales of movement.

The initial coefficients are approached by using double integrals of trigonometric functions.
The working area is limited to latitudes 10° and 46 north; and by longitudes 65° and 125°
west, with a 4%spacing.

For maximum wavelength the zonal and meridional waves of 6 640 km and 4 150 ki, re-
spectively, have been used; these give the wave numbers and the Fourier Serie limits. The fore-
casting precision rate has been obtained by the Pearson correlation index, finding a maximum
correlation of 0.85.
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D. F., 04510.
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1. INTRODUCCION

Existen dos métodos que comunmente se emplean para integrar las
ecuaciones meteorologicas: el de diferencias finitas y el espectral. -

En el método espectral, las funciones de interés se representan por
expansiones truncadas en términos de funciones base apropiadas, como
en el andlisis de Fourier. De esta manera se obtienen aproximadamente
las derivadas exactas.

El desarrollo del método espectral para la integracion numérica de las
ecuaciones que describen el movimiento de la atmésfera, fue tratado
primeramente por Siberman, el cual considera una geometria esférica
para la integracién de la ecuacion de vorticidad barotropica. Expresa la
funcion de corriente del campo de fluido en términos de superficies ar-
monicas esféricas, y en el tratamiento de la no linealidad requiere el uso
de coeficientes de iteracion. ' :

Estudios posteriores del método espectral fueron realizados por
Lorenz, Platzman, Kubota, Baer y Platzman, y Elsaesser. Los estudios
de Lorenz demuestran que las ecuaciones dindmicas que describen los
fendmenos atmosféricos pueden simplificarse para la prediccién del
tiempo. La ecuacion de vorticidad barotropica puede reducirse a un
sistema de tres ecuaciones diferenciales no lineales, a través del uso de
doble serie de Fourier. Ademds, Lorenz demuestra que las ecuaciones
espectrales truncadas para el flujo barotrépico no divergente tienen la
propiedad de que la media del cuadrado de la vorticidad y de la energia
cinética son invariantes. Platzman sefiala que, si las variables dependien-
tes son representadas enel dominio espectral y se realiza la “truncacion
espectral”, entonces la inestabilidad computacional se evita completa-
mente. Esta caracteristica ventajosa de las ecuaciones preserva la inva-
riancia de dos importantes integrales cuadraticas: la media del cuadrado
de la velocidad y la media del cuadrado de la vorticidad. Kubota mos-
tr6 que el método para integrar la ecuacion de vorticidad con el uso de
superficies armoénicas tiene las siguientes ventajas sobre el método de di-
ferencias finitas: i) no se requiere del método de relajaciéon para resol-
ver la ecuacion de vorticidad, i) no son relevantes las condiciones de
frontera, iii) no hay un error de truncacién tan marcado como en el
método de diferencias finitas.

Elsaesser, usando los datos meteorolégicos hemisféricos como condi-
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ci6bn inicial, hace una comparacién entre el método de malla y el espec-
tral. Encuentra sé6lo una desventaja en el método espectral, al aplicarlo
a la ecuacion diferencial que incluye términos de orden superior: la
ecuacion de tendencia no puede aislarse para un desarrollo individual
cuando se multiplican los términos que tienen derivadas respecto al
tiempo por variables espaciales. Excepto por la anterior desventaja, el
método espectral es superior al de malla para problemas atmosféricos,
debido a que en un hemisferio o en una esfera, el problema de frontera
lateral y el problema de proyeccién desaparecen.

En la década de los 70 se encuentran, entre otros, estudios como los
de Orszag, Eliasen, Machenhauer y Rasmussen; Daron, Hollingsworth,
Hoskins y Simmons. En estos estudios se muestra que el método de di-
ferencias finitas no es superior en precision al espectral. Orszag estudia
numéricamente la conveccion en dos dimensiones de una escala pasiva
con una distribucién cénica para la rotacién uniforme y el problema del
decaimiento de un vortice en tres dimensiones. Por estos experimentos
y por algunos andlisis, é1 concluye que para dar una precision de 40 a 20
orden, el esquema de diferencias finitas requiere respectivamente de al
menos tres y cinco grados de libertad para cada dimensién requerida
por el método espectral.

Siguiendo esta corriente, nosotros presentamos en este articulo una
forma de solucién de la ecuacion de vorticidad barotroplca que, en par-
ticular, es de tipo elfptlco

A través del uso de la doble serie de Fourier, la ecuaci6n eliptica se
reduce a un sistema de ecuaciones lineales para los coeficientes. Este

sistema se resuelve en el tiempo por diferencias finitas, para un perfodo
de 24 hrs.

2. SOLUCION POR SERIE DE LA ECUACION ELIPTICA

Las ecuaciones dindmicas que gobiernan la atmoésfera pueden simplifi-
carse hasta reducirse a la ecuacién de vorticidad, la cual es equivalente a
la ecuacioén de vorticidad barotropica (Haltiner, 1971).

2yy+ aay(vw/) %’—%(vﬂw)wﬂ:o 1)

donde 8 = cte, t es el tlempo Yy es una funcién de corriente para el flujo
de dos dimensiones, V es un operador diferencial, V?es el operador La-
placiano horizontal.
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La ecuacién (1) gobierna en forma aproximada el promedio vertical
de flujo horizontal en la atmésfera. También gobierna el movimiento
de un fluido no viscoso, homogéneo e incompresible de dos dimensio-
nes. Ademds, nos da la conservacion de vorticidad para cada parcela de
fluido.

Ahora vamos a aplicar‘ la ecuacion (1) a un flujo en una region plana,
en la cual Y es doblemente periddica en todo el tiempo, es decir,

Yx+ 2k, y + 270, 1) = Y(x, v, 1) )
donde y es un punto en el eje hacia el norte y x es un punto en el eje
hacia el este, k y £ son constantes especificas. Por este camino hemos

distorsionado la geometria de la tierra esférica, pero hemos retenido la
propiedad importante de que el drea es finita pero sin fronteras (Lorenz).

También hemos despredado las variaciones horizontales del pardme-
tro de Coriolis, debido a que se han considerado constantes.

En una regioén plana, las funciones propias de la ecuacién

VW =y (€))

son funciones trigonométricas, o equivalentemente funciones exponen-
ciales complejas, de las variables mkx + nfy, donde m y n son enteros,
y su correspondiente valor propio ¢ son las cantidades - (m%k? + n%£?).
Entonces, en este caso, una doble serie de Fourier es una serie de fun-
ciones propias de la ecuaciéon (3).

La expansién de V2 enserie es:
V3 = B 0K+ 00 A DinnBrnn e+ G} ()

donde a
B

mne Pmns Cmns Amn SON coeficientes reales; Ay, = cos mkx cos nly;
mn = sen mkx cos ny; C. . = cos mkx sen ny; D = senmkx sennfy.
Paradar el limite superior de las sumatorias que aparecen en la ecua-
cion (4) debemos determinar cudntos coeficientes reales se pueden cal-
cular en el instante inicial a partir de la condicién inicial ¥ (x, y, t = 0).
Para ello se escoge una malla rectangular, cuyos lados estdn dados por:
ixk=1,2...,Lj,=12,...,J. Despuésse fija la minima longitud de
onda como 2d, la mdxima longitud de onda zonal y meridional como
Id y Jd, respectivamente. La distancia d corresponde a la separaciéon
entre cada punto de la malla (en nuestro caso 49). El fijar estas cantida-
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des permite encontrar las constantesk y £, lo que conduce a encontrar
los enteros m y n, a través de

=2 1

Mmax = kkmin 2
Woe2 1 ©

max Q)‘min 2

Por lo anterior, se tiene que los limites superiores de la srie de
Fouriersonm=1/2y n=]J/2.

Al substituir la funcién de corriente  por

_I{ZJ/Z
vix,y) =2 {amoosmkxoosnly+bmsenmb¢cosn1y

00 CpnCOS M Jx sen n ly + dppsen m kx sen n ly } (e

en laecuacion (1) y usando (4) se obtiene
LI - (m?k?* n?2?){a}y, Awn + bin Ban * Shn Com * 9n Dan)
mn
*IImk{ byy Ap - 3 Bon * dun Gon ~ G B }

z
u

4t

-vi (Uk? 4 v oy, Ay + dyy Buv - 3yv Cuv - byy Dy}
-EInt {cyn A * dpn Bun - 3un Can - Dan Dpn!}
B uk it ¢ vih {byy Auy - auy Buy * duy Cuy = Gy Duy)

*LImk B (Y) {buy Awn - 2 Ban * % Con - Can D} =0 M

donde se ha considerado A, = A, By = Buw Cow = Couy Duv = Drn ¥V
las variables primadas indican derivadas con respecto al tiempo. :

Usando ahora las identidades trigonométricas para los productos de
seno y coseno se pueden expresar los productos de las funciones de la
base como una combinacion lineal de ellas, con lo cual la ecuacién (7)

toma la forma
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,’;'.% - (m*k? + n®2%) {al;m/\nn +bx'nn an+cx‘nn Cmn+d1'nn Dmn}
{" zzﬂks{bmnAmn'amann*dmnCmn-Cmann}

mn .
FIDDE bk (AR + vied)

mnouv

+ (emv by, cyy * U Cppy byy ) 1Apeu,nev * Ap-u,n+v ¥ Ameu,nov t Apsu, v ®)
+ B

m+u, n<l'vl

- - + I
+ (emv bmnduv - u Cmn‘%lv) I Bm-u,n-v Bm—u,n+v Bm-fu,n-v
- + -C + C
+ (mv bmn'a‘uv + Cmnduv) | Cm-u,n-v Cm-u,n+v m+u,n=v m+u,n+vl

+ (mv bypbyy - nu CpnCuv) |Dm..u,n..v - Ppeu,n+v - Dm+u,n-v + Dp=u,atv |

+ K oL
t (mvay, ¢, +tnu dpnbuy? B -u,n-v + Bm-u,n+v [m+u,n—v m+a i+

+ - d a A + A - A - A
(m v amnduv ™ %on uv) | m-u,n-v m-u,n+v m+u,n-v m+u,n+vl
+ (-1 + -D +D -D .+
(-mv Anduy T ™ dmnduv) l m-u,n-v m-u,n+v m+u,n-v m+u,n+v‘
+ (-~ - C -C + C + C -C
(-mv amnbuv nu dmn uv) ‘ m-u,n-v m-u,n+v m+u,n-v m+u,n+v‘
+ (- -nua b C +C + C + C
(-mv dnCav Y qn uv) I ‘m-u,n-v m-u,n+v m+u,n-v m+u,n+vI
+ (-mv d .+ a_a -D - D +D + D
( dmn v T ™ i uv) | m-u,n-v m-u,n+v m+u ,n-v m+u,n+'1l
+ (mv o -mnua_d A . - A + A - A
X In?uv mn uv) | m=u,n+v m-u,n+v m+u,n-v m+u,n+v‘
+(mvd b +nua d -B + B + B - B
mn uv mn uv) l m-u,n-v m-u,n+v m+u,n-v m+u,n+v‘
+{mvec d +nmnubdb a ) C +C -C - C
mn uv mn“uv | “m-u,n-v m-u,n+v m+u,n-v m+y ,n+v|
+{ve c -mub b ) |D +D +D +D |
mn uv mn - uv m-u,n-v m-u,n+v m+u,n-v mHu,n+v
+(mve a -nub d ) B - B "+ B - R
mn_uv mn - uv | "m-u,n-v m-u,n+v m+u,n-v m+u,n+v |
+(mve b +nmudb c ) {A - A - A + |
mn uv mn - uv m-u,n-v m-u,n+v m+u,n-v. mtu,n+v'y’

La ecuacién (8) es la forma espectral de la ecuacién de vorticidad ba-
rotrépica. : :

A partir de la ecuacion (8) se puede obtener la expresién para cada
una de las derivadas de los coeficientes de la serie de Fourier, multipli-
cando toda la eaacién por su correspondiente funcién de la base ¢ inte-
grando sobre la regién considerada y adem4s se utiliza la propiedad de
que la funcion de la base en cuestion es ortogonal, se obtiene la'siguien-
te expresion:

=0
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En forma andloga se obtienen expresiones para las derivadas de los
demds coeficientes.

La ecuacién (9) es la transformada de Fourier de la ecuacién (1) y es
un conjunto de ecuaciones diferenciales que se pueden determinar. Los
coeficientes a,,, b,,, ., d,,50n las variables dependientes.

En general, un conjunto de ecuaciones diferenciales puede convertir-
se en un conjunto de eaiaciones algebriicas, reemplazando las derivadas
temporales por diferencias finitas y por lo tanto es posible obtener una
solucién.

Al convertir nuestras ecuaciones diferenciales en un sistema de ecua-
ciones algebrdicas se pueden resolver numéricamente fijando un interva-
lo de tiempo At (en nuestro caso media hora) y dando los valores ini-
ciales de los coeficientes. Entonces podemos usar la férmula de diferen-
cias finitas centradas (Shaw, 1953).

ap, = an1+2( )At (10)

para calcular los valores de los coeficientesen t = t + At. Se procede en

forma andloga para b,,, ¢,y d,,.

En el primer paso de tiempo, no es posible usar la formula de diferen-
cias finitas centradas. Por consiguiente, se puede obtener una primera
aproximacion ag, en a;, por medio de diferencias finitas adelantadas, es
decir

acy= 80 + (32, At (11)
y férmula andloga para by, ¢, y d;.

Entonces se obtienen los valores finales de a; mediante la férmula
ar = a0+ 4 (), + (o 4 (12)
con férmulas andlogas para b,, ¢, y d;,.
Hasta aqu{ se ha expuesto, en forma general, un método para resolver

una ecuacién de tipo elfptico, dadas las condiciones iniciales o.valores
iniciales de los coeficientes de la doble serie de Fourier.
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Para obtener los valores 6ptimos de los coeficientesiniciales de la se-
rie, se podrfan tratar dos formas. Una serfa construyendo una funcién
que diera una medida del error entre los valores observados inicialmente
y los valores de los coeficientes de la serie de Fourier. Esto conduce a
un sistema de ecuaciones lineales para los coeficientes iniciales. Sin em-
bargo, se encontr6 que para resolver dicho sistema el tiempo de compu-
tadora es excesivo y hace el proceso muy lento para fines de pronoéstico.
La otra forma es la de aproximar los coeficientes iniciales por medio de
integnales, es decir

— 1 2m 27 ' ' ’ !
= ?{ {)x[/(x,y)cosrx cossy dx'dy 13)
donde Y(x, y) son valores conocidos de la funcién de corriente de t = 0.
Para los coeficientes brs, crs, drs, se tienen expresiones similares a (13).

Calculando de esta forma los coeficientes iniciales s obtiene una
buena condicion inicial para la ecuacion eliptica. Esto se puede obser-
var en los resultados finales. La condicién resultante se aplica en la
ecuacién (9) y ésta a su vez en (10), con lo cual se obtiene un pronosti-
co a 24 horas.

3. RESULTADOS

Como se ha mencionado anteriormente, se desarrollé un programa para
resolver la ecuacion de vorticidad barotropica, lo cual permite un pro-
ndstico de la forma de las superficies isobaricas de 500 mb. con 24 ho-
ras de anticipacion.

En los mapas o cartas que se presentan, se pueden observar las cur-
vas de nivel de las superficies isobdricas de 500 mb. En las figuras 1 y 5
se muestran las condiciones iniciales del campo de las isohipsas para su
uso en el modelo barotropico; corresponden a los dfas 5 de octubre y
14 de diciembre, respectivamente. En las figuras 2 y 6 se tiene la con-
figuracion del mismo campo (observado) 24 horas después, es decir, pa-
ra los dfas 6 de octubre y 15 de diciembre, respectivamente. Las figu-
ras 3 y 7 corresponden a lareconstrucciéon (por el modelo) de la condi-
cién inicial de los dias 5 de octubre y 14 de diciembre. Y, por tiltimo,
en las figuras 4 y 8 se ven las isohipsas pronosticadas por el modelo en
ambos experimentos.



254 GEOFISICA INTERNACIONAL

"Comparando las figuras 1 con 3 y 5 con 7, se puede observar que el
aspecto general de las curvasde nivel calculadas son muy parecidas a las
observadas; esto se debe a la buena aproximacién de los coeficientes ini-
ciales calculados con las integrales usadas (ecuacién 13), los ejes de las
vaguadas no se modifican y las zonas de alta presi6én no cambiaron. Sin
embargo, al observar las isohipsas en el sur y suroeste del area de estu-

Fig. 1. Carta de isohipsas en 500 mb, 5 de octubre, 1981 (Observada).
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* Fig. 2. Carta de isohipsas en 500 mb, 6 de octubre, 1981 (Observada): -~ °

, dio, la reconstruccién de la condicién inicial es regular, debido bésica- ‘
mente a que en esa drea se tienen pocos datos reportados y la mterpola-
ci6n falla, lo cual se va a reflejar en el pronostico.
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‘Fig. 3. Carta de isohipsas en 500 mb, 5 de octubre, 1981 (Calculada).

Esta condici6n inicial se usa en el modelo barotropico, lo que permi-.
te un prondstico a 24 horas (véanse figuras 4 y 7).

Para calcular el grado de precision del pronéstico y la reconstruccién
de la condici6n inicial, se procedi6 de la siguiente manera: i) se compa-
raron las isohipsas observadas con las isohipsas pronosticadas, conside-
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Fig. 4. Carta de isohipsas en 500 mb, 6 de octubre, 1981 (Calculada).

randolas como secuencia ordenada de datos; ii) se examind la nube de
‘puntos, encontrdndose que existe regresion lineal; iii) se utiliz6 el {indi-
ce de correlacién de Pearson, encontrdndose una correlacién de 0.85
para el pronéstico y 0.93 para la reconstruccién de la condicién inicial.
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Al comparar las curvas de nivel de las isohipsas de las figuras 2y4 se
_observa que el pronéstico sélo es bueno sobre la Repubhca ‘Mexicana

- (excluyendo la zona noroeste), el Golfo de Mex1co el sureste de Esta—
-dos Unidos y parte de la zona del Canbe

.Fig. 5. Carta de isohipsas en 500 mb, 14 de diciembre, }981 (Observada).
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Fig. 6. Carta de isohipsas en 500 mb, 15 de diciembre, 1981 (Observada).

Analizando las figuras 6 y 8 se observa que el prondstico es bueno en
todo el territorio de Estados Unidos, la Republica Mexicana (excluyen-
do la zona noroeste), el Golfo de México y la parte del Caribe.
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Por lo anterior, se tiene que la mejor prediccién se obtuvo para el dia
14 de diciembre. Uno esperaria que el pronéstico fuera practicamente
igual en ambos casos analizados, sin embargo, las diferencias se- deben
bdsicamente a las limitaciones del modelo barotrépico usado.

Fig. 7. Carta de isohipsas en 500 mb, 14 de diciembre, 1981 (Calculada).
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Fig. 8. Carta de isohipsas en 500 mb, 15 de diciembre, 1981 (Calculada).

En el primer caso aparece una célula de baja con un valorde 5 830-m.,
sobre la frontera polftica entre Estados Unidos y México, la cual no es
detectada por el modelo barotrépico, debido a que no toma en cuenta
la magnitud y direccidon del viento, ésta altima es la que se considera
siempre paralela a lo largo de las isobaras. Otra limitacién del modelo
es que no considera el término de divergencia, lo que significa ausencia
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de fuentes y sumideros que podrian detectar interacciones con otras ca-
pas atmosféricas adyacentes. Asi pues, como el modelo no contempla
esta interaccion, es diffcil observar la influencia debida a otras capas,
con lo que se podria detectar con mucha precision el desplazamiento de
las vaguadas.

CONCLUSIONES

Se consideré una atmésfera ideal (no hay fricciéon) homogénea, incom-
presible y en equilibrio hidrostatico, en donde sélo los movimientos ho-
rizontales son importantes

El nivel en el cual el movimiento de atmoésfera baroclinica correspon-
de al movimiento de atmo6sfera barotrépica, es 550 mb. (Shukla, 1972);
entonces, para prop0sitos pricticos se puede tomar 500 mb. para la
aplicacién del modelo barotrépico.

Las limitaciones del modelo barotr6pico pueden resumirse brevemen-
te como sigue: i) Se intenta representar el comportamiento de una at-
mésfera promediadaverticalmente en algtin nivel intermedio. ii) No hay
mecanismos de generacion o disipacion de energfa cinética (EC), y por
lo tanto, s6lo hay redistribuciones de EC y momento. Entonces los
desarrollos baroclfnicos no pueden predecirse. iii) El movimiento se
tomé sélo en dos dimensiones. iv) La aproximacién del viento geostr6-
fico conduce a considerar la direccion del viento paralela a lo largo de
las isobaras. '

La justificacién para el uso del modelo barotrépico inspirada en estas
limitaciones estd dada por las siguientes bases observacionales y numéri-
cas: i) las perturbaciones de escala vertical son mucho mds pequeiias
comparadas con las de escala horizontal. ii) La generacién de energfa
cinética por procesos baroclfnicos estd limitada a regiones y la razon de
cambio de EC es muy pequefia comparada con la EC total en sistemas
sinépticos en el curso de un dfa. iii) El cdkulo numérico se simplifica.
Ya que no estdn presentes las ondas de gravedad y de sonido, es posible:
tomar pasos de tiempo (time steps) grandes.

Para tener simulaciones mds realistas del comportamiento de la at-
mosfera se recomienda trabajar con modelos que consideren el término
de divergencia, por ejemplo, el modelo baroclfnico o trabajar con el mo-
delo de ecuaciones primitivas.
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Por otro lado, se mostr6 también que el método espectral (ME) desa-
rrollado en este trabajo sirve para resolver ecuaciones tipo Poisson. Y
comparado con el método de diferencias finitas (MDF), tiene las si-
guientes ventajas: i) No se requiere la relajacion para resolver la ecua-
cién de vorticidad, ya que el ME calcula las derivadas espaciales exacta-
mente. ii) Se tiene el mismo nimero de incognitas que ecuaciones, por
lo que “aparentemente” no se requieren las condiciones de frontera. Es-
to se debe a que se fijan las longitudes de onda zonal y meridional.

El uso de las integrales aproximadas permite reducir significativamen-
te el cédlculo de los coeficientes de Fourier haciendo el proceso mds efi-
ciente en computadora.
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