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RESUMEN

El procedimiento que aqui se presenta sirve para estimar la velocidad de ondas sismicas en medios heterogéncos bi-
dimensionales a partir de observaciones de tiempos de recorrido. Los tiempos se calculan utilizando la aproximacién
circular, para lo cual el campo de velocidades es discretizado mediante una malla de celdas triangulares en las que el
gradiente de velocidad es constante. En la estimacién de la velocidad en cada nodo, se aplica una linealizacién a través de
un desarrollo de Taylor alrededor de una solucién inicial. El cilculo correspondiente de las derivadas parciales es hecho
analiticamente. El modelo inicial no necesita ser lateralmente heterogéneo.Una doble estabilizacién del problema
inverso resulta de la aplicacién de la descomposicién en valores singulares sobre un estimador regularizado.

El procedimiento se valida generando e invirtiendo datos sintéticos. En esta validacién se simula la complejidad de
un ejercicio de aplicacién que consiste en la inversién de un conjunto de tiempos de recorrido generados por 15
explosiones y 12 sensores ubicados en el perimetro de un cuadrado de 30 m de lado y que fueron hechas para localizar
zonas de baja velocidad sismica en los primeros 10 a 20 m de profundidad. Los resultados se ilustran con mapas de
contorno de igual velocidad y se evaldan discutiendo el grado de suavidad de la solucién, la conducta de los residuales y
de la matriz de resolucién, ademds del grado de realismo de la solucién. Este procedimiento es computacionalmente mas
eficiente del que resulta de una discretizacién con celdas rectangulares homogéneas.

PALABRAS CLAVE: Tomograffa, velocidades sismicas, aproximacién circular.

ABSTRACT

The computational procedure reported here estimates seismic wave velocities for two-dimensional heterogeneous
media from observations of body-wave travel times. The solution of the forward problem is based on the circular
aproximation. The structure is discretized in a grid of triangular cells and the velocity gradient is held constant within
each triangle. In order to estimate the velocity field, a linearized sheme is applied using a Taylor series expansion
around an initial solution. The partial derivatives of the travel times with respect to the model parameters are computed
from closed form expressions. The initial model does not necessarily has to be laterally heterogeneous. A double
stabilization of the least-squares solution of the inverse problem follows from the application of both, the singular-
value decomposition and a simple regularization scheme. )

The results of several numerical experiments validate the computational procedure. In these experiments, we have
modeled a real situation where travel time observations are used from 15 explosions and 12 sensors located at the
perimeter of a square (with sides 30 m long) to detect low-velocity regions at maximum depths of 10 to 20 m. The
solutions are illustrated with maps of velocity isolines and are evaluated taking into account the smoothness of the
solution, the behaviour of the residuals and the resolution matrix, as well as our prior information about the physics of
the problem. The procedure is more efficient than those using rectangular homogeneous cells.

KEY WORDS: Tomography, seismic velocities, circular aproximation.

INTRODUCCION

En este articulo presentamos un procedimiento para es-
timar las velocidades de un medio bidimensional a partir de*
observaciones de tiempos de viaje de primeros arribos y
con una distribucién conocida de fuentes y sensores. En los
ejercicios de validacién y aplicacidn, las fuentes y sensores
se distribuyen en el perimetro del medio bidimensional; sin
embargo, ésto no ¢s una restriccion del procedimiento. En
una primera etapa se resuclve el problema directo que con-
siste en el cdlculo de las trayectorias (rayos) y los tiempos
de recorrido. En el tratamiento del problema inverso, se li-
nealiza mediante un desarrollo de Taylor alrededor de una
solucién inicial razonablemente buena; ésto implica la ne-
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cesidad de calcular las derivadas parciales correspondicntes.
Por ltimo, el procedimiento resuelve el problema inverso
mismo, o sea, el de la estimacién éptima dcl campo de ve-
locidad sismica.

El esquema general antcrior plantea dificultades de tipo
algebraico, algoritmico y ccmputacional, como son: a) un
célculo eficiente de las trayectorias sismicas y sus ticmpos
de recorrido para estructuras con hetcrogencidades fuertes; b)
un calculo de las derivadas parciales (es decir, de la matriz
de sensibilidad en ¢l problema lincalizado) que cvite ¢l uso
de cocientes por diferencias finitas, y ¢) una estabilizacién
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en la solucién del problema inverso. Esta estabilizacion es
necesaria porque el problema inverso es inherentemente
mal-condicionado, en el sentido de que buscamos determi-
nar el campo de velocidad (que probablemente incluye zo-
nas de baja velocidad) a partir de un conjunto finito de me-
diciones obtenidas, para el caso de aplicacién, sélo en el
perimetro de la region en cuestion.

Y (m)

X(m)

Fig. 1. Modelo utilizado para generar datos en el primer grupo
de experimentos numéricos. La discretizacién consta de 49 no-
dos. La zona de baja velocidad es de forma aproximadamente
elipsoidal con valores de 2.2 km/s en la periferia, disminu-
yendo hasta 1.9 km/s en su interior; la velocidad alrededor de
la zona es de 2.3 km/s. En la parte inferior se agrega un gra-
diente de velocidad en la direccién Oy. Las curvas de nivel, tan-
to en ésta como en las figuras 4 y 12, se obtienen utilizando
polinomios de tercer grado en la interpolacién.

El célculo de las trayectorias y tiempos de recorrido re-
sulta de la Llucién de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales con dos condiciones limitrofes (Cerveny et al., 1977;
Cerveny, 1985). Salvo en el caso de estructuras sismicas
muy simples, estas ecuaciones deben integrarse numérica-
mente. Una aproximacién comiinmente utilizada consiste
en descomponer la estructura compleja en celdas en las
cuales la dependencia especifica de la velocidad en funcién
de las coordenadas permite obtener soluciones exactas de las
ecuaciones diferenciales. Los dos casos mds simples resul-
tan cuando las celdas son homogéneas o tienen un gradiente
constante de velocidad, para los cuales los rayos siguen tra-
yectorias rectas o de arcos de circunferencia, respectivamen-
te. Consecuentemente, el procedimiento mas comiin resuel-
ve el problema directo dividiendo el 4rea de estudio en cel-
das rectangulares de velocidad constante (Aki, 1977; Dines
y Lytle, 1979; Neumann, 1981; Ivansson, 1985; Bishop et
al., 1990). Sin embargo, una distribucién de velocidades
con heterogeneidades fuertes hace necesario utilizar un mi-
mero alto de estas celdas para obtener una adecuada apro-
ximacién a la estructura. Esto produce, por lo tanto, un
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sistema de ecuaciones algebraicas de grandes dimensioncs,
cuya solucién requiere un fuerte gasto dec memoria y dc
tiempo de computacién (Ivansson, 1985; McMechan et al.,
1987).

Otros procedimientos generalizan la aproximacién ante-
rior. Las celdas pueden ser, por ejemplo, cuadrildtcros o
tridngulos y se escogen funciones de velocidad que permi-
ten una transicion suave de la velocidad (y de los rayos) a
través de las fronteras de las celdas. Las funciones (aproxi-
maciones) mas usadas son las de velocidades que dependen
bilineal o lincalmente de las coordenadas, en que los cocfi-
cientes se calculan algebraicamentc a partir de las vcloci-
dades en los nodos (ver detalles, para el caso de celdas trian-
gulares, en la seccidn siguiente). También s¢ pueden obte-
ner soluciones analiticas para las ecuaciones de los rayos en
los casos de celdas cuadrildteras o triangularcs si s¢ apro-
xima el cuadrado de la lentitud como funcién bilincal o
lineal de las coordenadas, respectivamente. En el segundo
caso, las ecuaciones resultan ser mds simples que si se uti-
liza la aproximacién lineal para la velocidad. Sin enumerar
otras posibilidades ("splines” cibicos, aproximaciones
analiticas globales, aproximacién por lineas de isovelo-
cidades, etc.), podemos concluir que una parametrizacion
del campo de velocidad debe permitir: a) una buena aproxi-
macién a distribuciones realistas de velocidades y b) cil-
culos eficientes, estables y exactos que resuclvan tanto cl
problema directo como el inverso. En particular, la solu-
cién del problema inverso en su version linealizada por de-
sarrollo de Taylor requiere idealmente que la parametriza-
cién permita un calculo analitico de las derivadas parcialcs
correspondientes.

Para reducir tanto el tiempo de cémputo como la canti-
dad de memoria en la computadora, usamos la aproxima-
cién circular en los célculos de trazado de rayos. Esta apro-
ximacién utiliza una particién del medio en celdas trian-
gulares dentro de las cuales ¢l gradiente de velocidad es
constante (Gebrande, 1976; Marks y Hron, 1978; Aric et
al., 1980; Madrid y Traslosheros, 1983; entre otros). Para
el cdlculo de derivadas parciales se cuenta con las expresio-
nes analiticas compactas de Madrid (1986) (ver, también,
Bregman et al., 1989). Gracias al uso de la aproximacion
circular la representacién de una estructura con heteroge-
neidades fuertes puede hacerse con un nimero mucho me-
nor de parimetros que para el caso de una aproximacién ba-
sada en celdas rectangulares homogéneas.

En cuanto al problema inverso, existen dos familias dc
métodos para estabilizar la solucién minimo-cuadritica de
sistemas lineales mal-condicionados. En la primera se agre-
ga al criterio minimo-cuadratico una condicién de estabi-
lizacién que incorpora la condicién de suavidad de la fun-
cién incégnita (métodos de regularizacién); en la segunda
se utiliza un desarrollo espectral truncado de modo que se
eliminan las componentes de "frecuencias altas” en la solu-
cion. En ambos casos se busca inhibir oscilaciones no rea-
listas de la solucién minimo-cuadrética. Los dos tipos de
estabilizacién se pueden combinar y ésto es lo que se hace
en nuestro procedimiento. Por otro lado, existen varias
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opciones para resolver un sistema de ecuaciones lineales de
gran escala. Una de ellas, actualmente muy popular, usa la
aproximacién de procesar iterativamente las trayectorias
una por una; esto constituye la idea basica de las técnicas
de reconstruccion algebraica (ART); ver, por ejemplo,
Dynes y Lytle (1979). En otra opcidn, la inversién se hace
simultdneamente en cada paso de un algoritmo iterativo
(técnicas SIRT). En nuestro procedimiento, tanto la reduc-
cién sustancial del nimero de incégnitas como el célculo
andlitico de 1a matriz de derivadas parciales permite, a bajo
costo, la inversién simultinea y no-iterativa del sistema li-
nealizado de ecuaciones. Ademas, este mismo bajo costo
permite variar los parametros de estabilizacion para realizar
un muestreo efectivo del espacio de soluciones.
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Ya que nuestro problema ¢s no-lineal, ¢l esquema debe
iterarse buscando convergencia. Para controlar el desem-
pefio de la regularizacién, se ha disefiado un procedimiento
interactivo. Asi, la inspeccién de los varios resultados del
calculo (vectores de solucién y de residuales; matriz de
resolucion, variancia de 1a solucién) permite evaluar la cali-
dad de una solucién y, como resultado, se acepta o modifica
una solucidén en particular; esto iltimo, a través de cam-
bios subsecuentes en los parimetros de estabilizacidn.,

Con la excepcién de una publicacién que aparecié du-
rante la revision de este articulo (Bregman et al., 1989), un
procedimiento como el que aqui se presenta no ha aparecido
en la literatura. Un articulo de revision que condensa, entre
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Fig. 2a. Modelo inicial, rayos y residuales correspondientes al primer grupo de experimentos numéricos. En el extremo inferior
izquierdo, se muestran los rayos; los tridngulos representan la posicién de los receptores. En el extremo superior izquierdo se
dibujan los residuales en funcién de la posicién de aquellos receptores que estdn situados a lo largo del eje Ox. En el extremo inferior
derecho se muestran los residuales en funcién de la posicién de los sensores situados sobre el eje Oy. En el extremo superior derecho
se representa el modelo de velocidad (en km/s) para cada nodo de la malla. Las mismas convenciones se aplican a las figuras 3, 5, 6 y
7. Gréfica correspondiente a un modelo inicial casi homogéneo. A los datos se les agregé ruido numérico gaussiano de promedio

nulo y con una desviacién estdndar de 0.14 ms.
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Fig. 2b. Solucién estable a partir del modelo inicial ilustrado en la figura 2a. La curva de nivel corresponde a una velocidad de 2.2
km/s. Se usa un coeficiente de estabilizacién diferente para cada incdgnita; como resultado, la solucién filra entre el 40% y el 50%
del valor de las componentes singulares de la solucién minimo-cuadrética. (ver figura 2a).

otros, los métodos y resultados aqui detallados es el de Ma-
drid (1989). Los detalles del dlgebra y del algoritmo, ade-
maés de su validacién y aplicacién, son descritos en las sec-
ciones siguientes.

-

TRAZADO DE RAYOS Y TIEMPOS
DE RECORRIDO

La aproximacién circular es un método que permite cal-
cular eficientemente ¢l razado de rayos y sus tiempos de re-
corrido en medios heterogéneos. En esta seccién se resume
el método; el lector puede consultar a Marks y Hron
(1978), Aric et al. (1980), Madrid y Traslosheros (1983) y
Madrid (1986) para mayores detalles.
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La aprgximacion tiene como pardmetros a los valores
de la velocidad en cada nodo de una red triangular. Dentro de
cada tridngulo la velocidad es una funcién lineal de las
coordenadas

V (X, ¥) = vo+by x+by y ) 1)

donde vg, by y by se calculan resolviendo el sistema de
ecuaciones que resultan al introducir en (1) los valores dc 1a
velocidad y de las coordenadas para cada nodo. Las com-
ponentes del gradiente de velocidad b en los ejes (x, y) son
(bx, by), respectivamente. El trazado de los rayos estd
gobernado por un sistema de ecuaciones diferenciales que
pueden escribirse de varias maneras. En lo que sigue, se ha
adoptado la usada, entre otros, por Cerveny et al. (1977) y
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Cerveny (1985). El sistema, en su forma general, es el
siguicnte

d x;
ic P
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d_I_)_l=l a L . '_12
0 20x; 3 ° =5

donde do=vdl,dleseclelementode arcoyp=p,;yg=p,

son las componentes del vector de lentitud. Debido al cardc-
ter lineal de la dependencia de la velocidad en las coorde-
nadas, el segundo grupo de ecuaciones queda
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Las ecuaciones (2) son las "ecuaciones canénicas de Ha-
milton" y valen independientemente del sistema de coor-
denadas usado. En ¢l problcma que nos ocupa se considcran
dos sistemas de coordcnadas. El primero es el de labora-
torio, (x, y); el segundo es un sistema local para cada tridn-
gulo (x’, y’). Este iiltimo es producido por una rotacion del
primer sistema que deja al ¢je Oy’ paralelo al gradiente de
velocidad b del tridngulo en particular. El d4ngulo de rota-
¢ién correspondiente es

¢ =arc tan (-b—bx ) @
y

Enseguida, el sistema se traslada paralelamente a Oy’
hasta tener por origen ¢l punto con velocidad nula. Las
ecuaciones de transformacién quedan, entonces,
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Fig. 2c. Mismo modelo inicial que el ilustrado en la figura 2a; pero, en este caso, los datos conticnen un ruido gaussiano con una

desviaci6n estdndar de 0.7 ms. (ver figura 2a).
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x'=xcos¢+ysend (5a)
Yy =-xsen ¢ +ycos -y, (5b)

donde y’ = y,,, sefiala la linea donde la velocidad es cero.
Asi, cada triangulo tiene asociado su propio sistema local
de coordenadas, en el cual la velocidad varfa dependiendo s6-
lo de una de estas coordenadas. En otras palabras, el medio
es lateralmente homogéneo en cada sistema local.

El rayo sigue un arco de circunferencia en cada tridngu-
lo; el radio de la circunferencia queda determinado tanto por
el vector de lentitud en el punto de su entrada al tridngulo,
como por la magnitud del gradiente de velocidad | Vv I=b.
El parametro del rayo cn el sistema local de coordenadas es
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p' = p cosd + q send. (5¢0)

En este sistema las dos ecuacioncs (3) ticnen la forma

QP_'_ 6a
do_o (6a)
dq _b

463 (6b)

La primera ecuacién implica que el parametro del rayo
en el sistema local ticne un valor constante. El cambio de
signo entre (3) y (6b) resulta al dcfinir ¢l cje Oy’ antipa-
ralelo al gradiente de velocidad.
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Fig. 2d. Solucién estable a partir del modelo inicial ilustrado en la figura 2c. La curva del nivel corresponde a una velocidad de 2.2
km/s. En la estabilizacién se filtra entre el 70% y el 90% de las componentes singulares de la solucién minimo-cuadratica.(ver

figura 2a)
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Fig. 3a. Trayectorias y residuales correspondientes a un modelo inicial homogéneo (v = 2.25 km/s) que satisface globalmente los
datos generados por el modelo mostrado en la figura 2a. Los datos tienen un ruido gaussiano de promedio nulo y una desviacién

estdndar de 0.7 ms.

Las coordenadas del punto de salida del rayo se obtienen
encontrando la interseccion entre el arco de circunferencia y
uno de los lados del tridngulo. Definimos como dngulo de
salida (6) al complemento del 4ngulo entre el eje Oy’ y la
tangente al rayo. Con esta definicién, el tiempo de viaje del
rayo dentro de cada tridngulo esta dado por

0 v

T dl R
tA=J. v(x,y)= v do @)

La integracion se realiza sobre el arco de circunferencia
correspondiente. Los subindices e y s indican puntos de en-
trada y de salida del rayo en un tridngulo, respectivamente;
en esta expresion, R representa el radio de la circunferencia

Aplicando condiciones de continuidad, se determinan

tanto el dngulo de entrada como el pardmetro del rayo en el
sistema local del siguiente tridngulo. El célculo se pro-
paga de esta manera hasta alcanzar la frontera de la regién
bidimensional. Para resolver el problema limitrofe dc los
puntos (fuente-sensor), se utiliza el método de disparo miil-
tiple (shooting). Para ahorrar tiempo de cémputo, el algo-
ritmo anterior se detiene al alcanzarse un punto convenien-
temente cercano al punto de observacion. Luego, se corrige
el correspondiente tiempo de recorrido trasladando el punto
de llegada del rayo cercano al punto de observacién median-
te una simple expresion analitica (Madrid, 1986). Marks y
Hron (1978) han aplicado ¢l método de disparo miiltiple
comparando resultados de aplicar tanto la aproximacién cir-
cular como una integracién numérica de las ecuaciones ca-
ndnicas de Hamilton. Estos autores encuentran que las dos
técnicas producen resultados con exactitudes comparables;
sin cmbargo, la aproximacion circular necesita un tiempo
de cémputo mucho menor.
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CALCULO DE LAS DERIVADAS
PARCIALES

El residual del tiempo de recorrido se define por
r=to -t ®

donde ¢, representa cl tiempo de viaje observado y ¢, , el
calculado para un modelo dado.

Para lincalizar ¢l problema, se¢ perturba ¢l modelo ini-
cial de velocidades de modo que el cambio en el ticmpo de
viaje Of se relaciona con los cambios de la velocidad cn los
nodos a través de un desarrollo de Taylor truncado
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donde i varia entre 1 y m (m es el niimero de medicioncs); j
varia entre 1 y n (n es el nimero de incégnitas), y {ot; /
dv; Jconstituye la matriz de derivadas parciales. En lo que
sigue, se identifican las perturbaciones del tiempo de reco-
rrido y de las velocidades con los residuales y el cambio de
velocidades respecto al modelo inicial, respectivamente.,

El tiempo dc viaje dentro de cada tridngulo esta definido
por la ecuacién (7). Siguiendo el tratamiento de Madrid
(1986) (ver, también, Bregman et al., 1989), se considera
una perturbacién de la velocidad en uno de los vértices del
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Fig. 3b.Solucién que resvlta filtrando entre el 50% y el 60% de las componentes de la DVS de la solucién minimo-cuadritica, a partir
del modelo inicial de la figura 3a. La curva de nivel corresponde a una velocidad de 2.2 km/s.
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Fig. 4. Modelo que genera datos para el segundo grupo de ex-
perimentos (25 pardmetros). A una zona de baja velocidad de
1.9 km/s rodeada de un medio de velocidad uniforme de 2.3
km/s, se le agrega un gradiente de velocidad en la direccién Oy
en la parte inferior del modelo.

tridngulo. Tomemos, como referencia, al tercer vértice. De-
rivando parcialmente el tie,.. Je recorrido segiin (7) res-
pecto a la velocidad en este vértice, resulta

0 s
e[l (10)

€ v2

dondc el punto sobre una variable indica la derivada res-
pecto a 1a velocidad del tercer vértice. En la ecuacion ante-
rior, se ha despreciado la variacion del recorrido del rayo
(principio de Fermat).

A partir de (10), se pueden obtener expresiones para cl
calculo dc las derivadas parciales (Madrid, 1986). El pro-
grama de computacién debe incluir los posibles cambios de
signo en las variables que contienen dngulos. Ademas, debe
cubrir los dos casos en que las trayectorias resultan ser rec-
tas; en particular, cuando b = 0 0 p” = 0. Para ¢l primer ca-
so (b = 0), el algoritmo introduce automdticamente una pe-
quciia perturbacion en el gradiente. El segundo caso (p”' = 0)
qucda resuclto a través de la misma formulacién matemg-
tica.

PROBLEMA INVERSO

El modelo directo lincalizado para cada iteracion se re-
presenta por

r=Adx+e (11)

de donde r es el vector de residuales respecto a la solucién
inicial o previa, A es la matriz de derivadas parciales, dx es
el vector de la perturbacién de las velocidades en los vérti-
ces de cada tridngulo y e ¢s ¢l vector de crrores dc observa-
cion (en el texto estamos usando letras negrillas mayus-
culas para designar matrices y a las negrillas miniisculas,
para vectores). La ecuacién (11) conticne tres aproxima-
cioncs. En primer lugar, ¢l problema original se ha li-
nealizado; en segundo lugar, es una version algebrizada de
un problema inicialmente definido en variables continuas,
y, en tercero, cada iteracion se realiza utilizando los rayos
asociados al resultado de la iteracién anterior.

La solucidn tanto del conjunto de ecuaciones no-linea-
les (7) (en variables continuas), como de las lincalizadas y
discretas (11), constituye un problema mal-condicionado,
siendo ¢l mal-condicionamiento mayor mientras mayor sea
el nimero de tridngulos que se sc utiliza en la representa-
cién discreta del medio. Desde un punto de vista concep-
tual, esto se debe a que: a) los tiempos de recorrido son me-
didas globales (intcgrales) de Ia estructura local sismica; b)
el muestreo no puede ser completo debido a restricciones en
la posicién de fucntes y sensores, y ¢) los recorridos que
producen observaciones no cubren adecuadamente (ya que
las evitan) las zonas de baja velocidad. Una solucién mini- ~
mo-cuadritica no-estabilizada del sistcma de ecuaciones (11)
representa, en general, al campo de velocidad como una
funcién muy oscilante (a la vez que no-realista) de las coor-
denadas. Estas oscilaciones s¢ asocian, a su vez, a la alta
correlacién resultante entre los elementos del vector-so-
lucién.

Una solucién estable de (11) resulta de la aplicacién de
un criterio minimo-cuadratico regularizado que minimiza
una expresién como

2 - 2
e, - A; Ox; IIC'I"'aIIxi‘xi-lllc'l (12)

Yy x0

donde el indice i corresponde al nimero de la iteracion; Cyy
es la matriz de covariancias de los crrores de observacién;
Cyo es la matriz de covariancias de los errores de 1a solu-
cién previa, pero modificada (ver mas abajo) para propé-
sitos de estabilizacion. Definimos el cuadrado de 1a norma

ponderada de un vector | 1z 11 % como zT G z, donde zT es

el vector transpuesto de z y G es una matriz de pon-
deracién, en general, simétrica positiva-definida. El acento
circunflejo sobre una incégnita denota estimacién. El pri-
mer término de (12) representa el grado de ajuste a los da-
tos. La minimizacién del segundo representa un modo de
estabilizar la solucién, constrifiéndola, en este caso, de tal
modo que la diferencia entre soluciones sucesivas resulta
ser pequeiia. Las matrices de covariancias pueden ser utili-
zadas para enfatizar ciertas componentes del vector de datos
o de la solucidn previa, ya sea porque estas componentes
son m4s precisas o porque la enfatizacién permite una es-
tabilizacién del problema inverso. El pardmetro o pondera
globalmente los dos términos de 1a minimizacién.
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La solucién de la ecuacién (12) se puede desarrollar en
términos de la descomposicién en valores singulares (DVS)
de la matriz A,

A=UAVT (13)

donde la matriz diagonal A contiene 1os valores singulares
ordenados de mayor a menor y las matrices U y V contie-
nen, como columnas, los correspondientes vectores singu-
tares asociados al espacio de datos y de incdgnitas, respecti-
vamente. Utilizando Ia DVS, la solucién regularizada se
puede desarrollar del modo siguiente

s )\'
R X, o) oy visH a9
i=1 (7%*“)
x(m)
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2.0 ! L : !

- 1.0
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R Ty 1
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o _

S -104 3¢

x(m)

donde s es el nimero de valores singulares que se toman cn
cuenta en la inversion. La matriz H es la matriz pseudo-in-
versa resultante. Los vectores {u;} y {v;} son los vectores-
columnas de las matrices U y V, respectivamente; A;
representa el valor singular correspondicnte. El estimador
(14) contiene implicitamente las normalizaciones que
aparecen en la ecuacién (12), en un procedimiento que ya es
comiin en la literatura (Frez, 1986). El uso de la doble
estabilizacién (filtros), a través de variaciones de s y q, s¢
justifica ya que el filtro discreto sirve principalmente para
analizar espectralmente el problema inverso (ver la seccion
siguiente) mientras que la mayor flexibilidad del filtro con-
tinuo permite optimizar el uso de la informacion dispo-
nible.
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Fig. 5a. Resultados a partir de los datos gencrados por el modelo representado en la figura 4. En la bisqueda de una solucién se
discretiza el medio con 25 pardmetros. Trayectorias y residuales para un modelo inicial que consiste en un gradiente de velocidad en

la direccién Oy.
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Fig. 5b. La curva de nivel corresponde a una velocidad de 2.2 km/s. En la bisqueda de una solucién se discretiza el medio con 25 pa-
rdmetros. Gréficas correspondientes a la soluci6n estable que se obtiene en tres iteraciones, utilizando un factor de estabilizacién a
que filtra el 10% de las componentes de la DVS de la solucién minimo-cuadrética. La curva de nivel corresponde a una velocidad de

2.2 km/s.

La variaci6n del pardmetro de estabilizaci6n global o0 y
de los puntuales (los elementos de las matrices de cova-
riancias) permite obtener muchas "soluciones” del prot le-
ma inverso. Para seleccionar, se estudia el comportamientc
de estas soluciones con el propésito de obtener, a la vez
que una solucion estable y con sentido fisico, una que sa-
tisfaga los datos. Esto dltimo se mide a través de la con-
ducta aleatoria de los residuales que debe estar acorde con el
modelo del ruido observacional. El uso de pruebas estadis-
ticas produce formas més cuantitativas de este andlisis de
residuales.

Creemos importante desarrollar algunos conceptos bési-
cos relativos a la evaluacién de soluciones. En el caso ines-
table, desempefia un papel importante el concepto de reso-
lucién del estimador (lineal), que se define por

R=HA . (15)
de modo que, usando (11) y (14),

S=ROx*+He (16)

donde 8x* es el valor "exacto" de la incognita. Esta expre-
sién demuestra que la bondad de la estimacién depende de
cuénto se acerca la resolucién al operador identidad (primer
térmmno) y de c6mo se propaga el error de las observaciones
a través del operador pseudo-inverso H (segundo término).
En problemas sobredeterminados y estables, se prefiere ge-
neralmente utilizar estimadores no recursivos e insesgados
para los cuales R = I. Gracias a esta propiedad, se puede
calcular la matriz de covariancias del error de la solucién a
través de H C,y HT.
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Fig. 6a. Resultados a partir de los datos generados por el modelo representado en la figura 4. En la bdsqueda de una solucién, se
discretiza el medio con 16 pardmetros. Trayectorias y residuales para el mismo modelo inicial que el representado en la figura Sa.

En nuestro caso, podemos intentar derivar a partir de
(16) una expresién para la matriz de covariancia del error de
la solucién. Al hacerlo aparecen términos que representan
la correlacion entre los errores de la informacion nueva y de
la antigua (es decir, de la informacién que produjo la
solucidn inicial). Ademads, resultan términos que cohticnen
dx*, que obviamente no podemos conocer. Todo esto hace
l6gicamente imposible un cdlculo estricto de la matriz de
covariancia del error de 1a solucién. S6lo una solucién re-
cursiva no estabilizada, es decir con a = 1, que postula un
conocimiento exacto de las matrices Cyy y Cyo, ademds de
una ausencia de correlacion entre la informacién nueva y
antigua, permite obtener una expresion que actualiza la ma-
triz de covariancia del error de la solucién, como es

Cyy=(HA-)Cx, HA-DT+HC,, HT  (17)
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la cual puede usarse aproximadamente en el caso de una
estabilizacién pequeria. Esta no es la situacion general en
geofisica. Como mostraremos en las sccciones siguicntes,
tipicamente debemos filtrar alrededor del 80% de las com-
ponentes de la DVS de la solucién.

»

La teoria anterior es vélida s6lo para ¢l caso discreto. Es-
to ¢s obvio, ya que en ¢l caso continuo debcmos tener una
cantidad infinita de informacion para estimar una funcién, a
menos que s¢ conozca ¢l grado de "suavidad” de la solucion.
Como éste no es el caso, se utiliza cominmente una ticti-
ca basada en tres acciones formalmente independicntes en
las que a) sc suaviza el vector de solucién, lo que representa
obtener un promedio corrido (filtro) de¢ la solucién ines-
table; b) se fija el valor de componcntcs de la solucién ini-
cial cuando no hay la sensihilidad correspondicnte, y c) se
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fija el valor de componentes de la solucién inicial para
romper la correlacién entre elementos no-sucesivos del vec-
tor de incGgnitas. La primera accién equivale a buscar una
longitud de resolucién adecuada para realizar el promedio
corrido. Las tres acciones pueden considerarse como un pro-
ceso empirico de bisqueda del grado de suavizacién que,
con la mayor simplicidad posible, satisfaga los datos y los
requerimientos del modelo matematico. Si la funcién-in-
cOgnita es realmente suave, la estabilizacién nos puede
aproximar a la solucién verdadera a través de un estimador
insesgado. La dificultad, por supuesto, s que nosotros no
conocemos el grado de suavizacién de nuestra funcién in-
cégnita por lo que en la prictica hacemos un ndmero alto
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Fod
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de experimentos numéricos cambiando los parametros de
regularizacion y observando la conducta de la funcién solu-
cién y del vector de residuales.

Los criterios para evaluar los residuales son, primero, la
falta de conductas sistematicas y, segundo, el que la ampli-
tud de sus oscilaciones dcbe alcanzar un nivel acorde al que
tiene el ruido. Es posible que nuestra apreciacion del nivel
del ruido observacional esté equivocada. En este caso, en un
proceso empirico de prueba y error, nuestra estimacion pre-
via del nivel de error podra mejorarse agregando mas incog-
nitas al proceso de inversion.
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Fig. 6b. Grificas correspondientes a una solucién estable que se obticne después de tres iteraciones. En la estabilizacién, se filtra el
60% de las componentes de 1a DVS de la solucién minimo-cuadrética. La curva de nivel corresponde a una velocidad de 2.2 km/s.
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Fig. 7a. Resultados a partir de los datos generados por el modelo representado en la figura 4. La discretizacién tiene 49 parimetros.
Trayectorias y residuales para un modelo inicial que corresponde al representado en las figuras 5a y 6a.

El procedimiento parte con un modelo inicial. Este se
obtiene ya sea usando un modelo previo, producto de infor-
macidn independiente, o un modelo simple que satisfaga
globalmente los datos. Un criterio de simplicidad para este
ltimo efecto consiste en construir, como solucién inicial,
una estructura homogénea tal que los residuales oscilen
dando aproximadamente un promedio nulo. Esto se puede
hacer con facilidad en nuestro procedimiento a través de en-
sayos y en forma interactiva. Al conseguir ésto, se gasta la
informacion contenida en las primeras componentes de la
DVS del vector de datos (o sea, de sus "frecuencias” mas
bajas). Debido a la posible existencia de minimos locales
de la funcidn criterio (12), Ia solucién depende en gencral
de 1a solucién inicial, por lo que es conveniente variar ésta.
Por lo demds, la solucién también depende de 1a misma
funcién criterio, es decir del tipo de norma y de funcién de
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regularizacion que pueden ser distintos a las usadas en (12).

Por todo lo dicho en esta seccién y dada la cantidad li-
mitada de experimentos numéricos que podemos realizar, se
debe enfatizar que es dificil eliminar un factor subjetivo en
la seleccién de una solucién "preferida” en el caso ines-
table.

IMPLEMENTACION Y VALIDACION
DEL PROCEDIMIENTO

El procedimiento total se ha implementado a través de
una serie de pasos interactivos que consisten en 1a solucién
del problema directo, el cilculo de las derivadas parciales, la
solucion del problema inverso y la evaluacidn de la solu-
cién.
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Fig. 7b. La discretizacién tiene 49 parimetros. Grificas correspondientes a una solucidn estable obtenida en tres iteraciones y fil
trando entre el 40% y el 50% de los componentes de 1a DVS de la solucién minimo-cuadritica. La curva de nivel corresponde a una

velocidad de 2.2 km/seg.

Los célculos se realizan con variables reales de doble
precision, lo que en una PRIME-750 significa trece cifras
significativas; los resultados de calculos intermedios se al-
macenan con su precisiéon numérica total. Las matrices e
manejan como vectores en la codificacion; con cllo se
optimiza ¢l uso del tiempo de computacién en las lecturas,
escrituras y célculos correspondientes. El paquete de subru-
tinas para ¢l problema directo fue escrito por Madrid et al.
(1983) y Madrid (1986); ¢l paquete para el problema inver-
so, por Frez (1986). La DVS se obtiene resolviendo el pro-
blema de valores caracteristicos para las matrices simétricas
AT A 6 AAT (donde la matriz de derivadas parciales A estd
implicitamente normalizada) dependiendo, respectivamente,
de que haya mas datos que incégnitas o viceversa. La pérdi-

da en precisién por no trabajar directamente con la matriz
A se compensa con la ganancia en eficiencia al usar
algoritmos muy probados en la litcratura (Wilkinson y
Reinsch, 1971). Esto es particularmente cierto en nuesfro
€aso en que se necesita, como veremos, s6lo unos pocos
clementos de la DVS. La precisién relativa para la con-
vcrggencia de los cédlculos de la DVS es de una unidad en
10°.

En nuestro procedimiento, primero se aplica la DVS,
ordendndose los elementos de la descomposicién de A de
acuerdo a la magnitud, de mayor a menor, de sus valores
singulares. Luego, se realiza el andlisis espectral del pro-
blecma. Este consiste en el estudio de la conducta, en fun-
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Fig. 8a. Ejemplo de sismogramas observados tipicos. Sismogramas correspondientes a dos detonaciones que fueron registradas en
los gedfonos r; al ry5. La estimacién de los primeros arribos, sefialados com una flecha, fue obtenida visualmente. Las flechas
horizontales indican la incertidumbre, en promedio, de la determinacién de los tiempos de arribo.

cién del indice de orden i de los valores singulares {A;}, del
valor absoluto dc la proyeccion, en el espacio barrido por
las columnas de la matriz U, del vector de datos (| uTi rl},

y dcl valor absoluto de la proyeccion, en ¢l espacio barrido
por las columnas de la matriz V, del vector solucién {1 v,

dx 1}. Debido a la normalizacién de la matriz A, todo valor
de {IuT, r 1) menor que 1.0 representa un dato en que pre-

domina el ruido y puede, en principio, ser desechado. Los
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conjuntos { uT, r} o { vI; 8x } son los coeficicntes de la
DVS, tomada ésta como un desarrollo de tipo Fouricr, del
vector de datos y del vector de soluciones, respectivamente.
Por lo tanto, el decrecimiento de estos coeficientes indica
la convergencia de las series correspondientes mientras que
una tendencia constante o creciente scfiala inestabilidad. Lo
anterior se puede justificar matematicamente tomando ¢n
cuenta el caricter continuo y finito de las funcioncs a las
cuales se aplican los desarrollos de tipo Fourier.
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Fig. 8b. Amplificacién vertical de los sismogramas corres-
pondientes a la primera detonacién y que son mostrados en la
figura 8a. La amplificacién permite una mejor determinacién
_ del tiempo de arribo.

El programa tiene forma modular, en el sentido de que
las graficas correspondientes a una iteracion aparecen auto-
maticamente en la pantalla de una terminal de alta reso-
lucién. Asi, en un procedimiento interactivo, es posible
modificar ¢l modclo inicial, el factor global de estabili-
zacion y la matriz de covariancias de los errores de la solu-
cién inicial, para luego observar los resultados correspon-
dientes.

La validacién del procedimiento consta de dos clases de
experimentos numéricos que simulan las condiciones del
caso de aplicacion que se presenta en la seccidn siguicnte.
En estos experimentos numéricos se considera un drea de
forma cuadrada que es discretizada con una maila de celdas
triangulares (de drcas iguales) donde las fuentes y receptores
estan en el perimetro del cuadrado. Las variables utilizadas
en los experimentos numéricos son el niimero de nodos de
la malla (o sea el nimero de incégnitas), el contraste de
velocidades que definen las zonas de baja velocidad y el
nivel de error de los datos.

Primer grupo de experimentos

El propésito aqui es investigar el impacto del ruido ob-
servacional y de la solucidn inicial en las cstimaciones. Pa-
ra cllo, utilizamos difcrentes niveles de error. El modclo
quc genera los datos (figura 1) consiste en una distribucién
homogénea de vclocidad (2.3 km/s) que rodea un cuerpo de
forma elipsoidal. Este cuerpo tiene una velocidad de 2.2
km/s en su parte mis c¢xterna, valor que disminuye a 1.9
km/s en la zona central. A esta distribucidn, se le agrega,
en su parte inferior, un rectingulo con un gradiente de velo-
cidad en la direccién Oy. Esle tipo de cstructura es relativa-

mente simple, teniendo once grados de libertad que se mi-
den por ¢l nimero de parAmetros independicntes que apare-
cen en su representacion analitica.

Doce fuentes y doce receptores son colocados en ¢l pe-
rimetro del cuadrado en la disposicién que muestra 1a figura
2. Se generan trayectorias sélo entre las fucntes y sensores
que estan en paredes opuestas del cuadrado. De este modo
resultan 72 trayectorias que muestrean el interior del cua-
drado. El vector de datos se contamina con ruido gaussiano
de promedio nulo y una desviacién estdndar que define nive-
les de error del 1%, 5% y 10% respecto al promedio de los
tiempos de recorrido. En términos no-relativos, ésto sig-
nifica errores de 0.14, 0.7 y 1.4 ms. Utilizamos en la in-
versién un modelo inicial que tiene una distribucién casi
homogénea de velocidades con una velocidad de 2.0 km/s
en la parte superior del cuadrado y que aumenta a 2.05 km/s
en su parte inferior. La discretizacién queda determinada por
una malla con 49 nodos.

Si los datos no ticnen ningiin ruido (salvo el computa-
cional), una solucién estable se acerca a la exacta en tres
iteraciones, usando un factor de estabilizacion que filtra en-
tre el 40% y el 50% de las componentes de la DVS de 1a
solucién minimo-cuadrética. Cuando el error es (.14 ms
(figura 2a), el proceso de regularizacion produce una so-
lucién cercana a la solucién exacta en tres iteraciones, con
el mismo factor de estabilizacién que para el caso en que no
se agregd ruido (figura 2b). Aumentando el ruido a 0.7 ms
en los datos sintéticos (figura 2c), 1a solucion aparece dis-
torsionada, pero la posicién y forma de la zona de baja ve-
locidad, ademas del contraste de velocidad correspondiente,
se recuperan satisfactoriamentc; para obtencr esta solucidn,
hemos necesitado tres iteraciones, con un factor o que filtra
del 70% al 90% de las componentes de la DVS de la
solucién minimo-cuadratica (figura 2d). Al utilizarse un
error de 1.4 ms la estabilizacién que se requierc para obte-
ner una solucién estable es tal que las soluciones
resultantes coinciden basicamente con el modelo inicial. En
otras palabras, en este caso el modelo "verdadero” no es
recuperable.

El siguiente experimento mide la importancia de 1a se-
leccion del modelo inicial en 1a inversién. Un modelo ini-
cial resulta de ajustar a los datos, por prucba y error, una
estructura homogénea de tal forma que los residuales, con
un promedio muy pequefio, oscilan alrededor del nivel
nulo. El modelo inicial y los residuales correspondientes
pueden verse en la figura 3a. Los datos se gencran con un
ruido gaussiano con promedio cero y desviaci6n estindar dé
0.7 ms. Una solucion estable aparcce graficada en la figura
3b, donde podemos observar que la forma, 1a posicion y el
contraste de la zona de baja velocidad quedan determinadas
satisfactoriamente. El factor de estabilizacién que se usa fil-
tra entre ¢l 50% y ¢l 60% dc las componentes de la DVS.
Se obscrva que csta solucién estd mds cercana al modelo
"verdadero” que la mostrada cn la figura 2d, cuyo nivel de
ruido es equivalente. Cuando ¢l ruido de los datos corres--
ponden a una desviacion estindar de 1.4 ms, la zona dc baja
velocidad aparece deformada en 1a estimacién. Ademds, re-
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sultan otras zonas de baja velocidad de cardcter espurio que
no se pueden eliminar con los filtros de estabilizacion.
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Fig. 9. Anilisis espectral (primera iteracién) del problema de
aplicacién. Se dibuja, en funcién del indice que ordena a los
elementos de la DVS, - | uTi r I, el valor absoluto de la
‘proyeccién del vector de datos sobre los vectores-columnas de
la matriz U; | vTi 85 1, el valor absoluto de la proyeccién del
vector-solucién sobre los vectores columnas de la matriz V, y
a los valores singulares XA;. Se incluyen sélo aquellas
componentes significativas, para las que | uTi r > 10. El
modelo inicial corresponde a una distribucién casi homogénea
con valores de 2.5 km/s obtenida por prueba y error, de tal
manera que ajustara globalmente a los datos. Esto hace que la
"'informacién residual asociada a las primeras componentes de
11a DVS sea pequefia.

Segundo grupo de experimentos

En estas prucbas, s¢ investiga la influencia en la solu-
cién del nimero y la distribucién de las celdas. El modelo
que genera los datos de entrada (figura 4) contiene una zona
aproximadamente clipsoidal de baja velocidad (1.9 km/s),
rodeada por un medio de velocidad uniforme (2.3 kip/s) y
un gradiente de velocidad en la parte inferior del modelo. La
geometria resultante es, asf, semejante a la usada en los ex-
perimentos anteriores. Esta distribucién de velocidad es des-
crita en los célculos directos por una malla con 25 nodos.
El modelo inicial tiene un gradiente constante de velo-
.cidades; este gradiente tiene la direccién Oy con un rango de
velocidades que va de 2.0 a 2.4 km/s (figura 5a). En la
inversion, la descripcion de la distribucién de velocidad tie-
ne 16, 25 ,; 49 parametros. En estos experimentos se¢ igno-
ra el efecto del ruido observacional. Los resultados de las
itres discretizaciones ensayadas sefialan que la solucién
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"verdadera” puede recuperarse cuando se discretiza con 25
parametros (la malla tiene un paso de 7.5 m); los
resultados se ilustran en la figura 5b.

Si el modelo se discretiza con 16 parametros y el paso
de la malla aumenta a 10 m (figura 6a), es atin posible
obtener una sugerencia de la existencia de la zona de baja
velocidad (figura 6b) y del gradiente que contiene el modclo
"verdadero”.

Si la discretizacién del modelo tiene 49 nodos (figura
7a), las estimacioncs de la posicién, la forma y el contraste
de 1a zona de baja velocidad resultan satisfactorias (figura
7b). Una inspeccion de las figuras 5b, 6b y 7b muestra,
ademads, que la estimacién del resto del campo de velo-
cidades es también adecuada con la excepcién de puntos
ubicados en el perimetro, donde los errores tienden a ser al-
tos. Si los valores de a filtran el 90% de las componentes
en la primera iteracién, en la siguiente se cambia el valor
de « para incluir el 50% de las componentes de la solucién
sin que ello modifique la estabilidad del resultado.

Los resultados de los experimentos descritos hasta aqui
comprueban, en primer lugar, la correccion del dlgebra de
los algoritmos y de la codificacién utilizada en el procedi-
miento. En segundo lugar, demuestran que modelos relati-
vamente simples pueden ser recuperados satisfactoriamente
suponiendo niveles de error semejantes a los que se con-
siguen con observaciones tipicas de campo. Esto se puedc
discutir ya que hemos modelado los errores como gaussia-
nos, un modelo de error que no es el mds apropiado. El uso
de tiempos de arribo de buena calidad hace mas realista esta
hipdtesis. En otro aspecto, hemos comprobado que 1a re-
dundancia implicita en la existencia de un alto nimero de
incégnitas (a través del niimero de nodos de la malla de dis-
cretizacion) se elimina gracias al filtrado de estabilizacion.
La mencionada redundancia recarga el uso de almacena-
miento en la computadora pero, dadas las dimensiones de
nuestro problema (reducidas, por el uso de 1a aproximacién
circular y el algoritmo utilizado para el calculo de la DVS),
ello no es una dificultad seria en nuestra aplicacién del pro-
cedimiento. Finalmente, los resultados de los experi-
mentos numéricos muestran que es posible estimar zonas
de baja velocidad si el nivel de ruido no es mayor de [1.0-
1.5} ms para las condiciones que definen los experimentos
numéricos descritos en esta seccion.

APLICACION DEL PROCEDIMIENTO

El procedimiento se aplica a observaciones tomadas en
terrenos de la Planta Termoeléctrica Mérida II, Yucatin
(México). Las mediciones (Aranda ef al., 1985) fueron lle-
vadas a cabo por la Comision Federal de Electricidad
(CFE). El objetivo del estudio era localizar zonas someras
(10-20 m de profundidad) de baja velocidad que pueden
asociarse ya sea con oquedades en la roca calcitica o con
lentes de arena. Estas zonas débiles pueden producir dafios
en la cimentacién de las construcciones de la planta.
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Tabla 1. Tiempos de arribo lcidos de los sismogramas analégicos.

Tabla 1a. Tiempos de arribo (en ms) registrados en los geéfonos ry al ry5. Las fuentes y los sensores estaban situados en los lados
opuestos del cuadrado (4rea estudiada), a lo largo del eje Ox.

n r 3 I4 Is Te r7 I3 Io Tio I n2
f 11.0 09.9 10.0 11.5 10.5 13.0 13.5 14.0 14.0 14.4 14.6 15.5
fy 13.0 12.0 11.5 12.0 11.5 12.0 14.0 14.4 14.5 14.6 15.0 17.0
fy 12.7 12.0 11.5 12.0 12.0 15.5 14.0 14.0 14.1 12.9 14.0 15.5
f4 13.0 10.3 09.6 11.0 10.5 12.5 11.7 10.6 11.5 11.9 11.6 13.5
fs 11.6 10.4 10.5 10.1 10.4 13.0 11.5 12.0 12.0 11.7 11.5 13.0
fs 10.5 10.0 10.0 11.0 10.0 10.0 10.7 10.5 11.5 10.5 11.5 12.0
f7 12.0 10.5 10.6 10.9 10.0 11.2 11.0 11.3 11.0 11.5 11.9 12.5
fg 11.5 10.5 10.5 10.0 10.0 10.5 10.5 10.5 10.5 10.0 11.5 12.0
fg 12.0 11.2 11.0 10.6 10.0 11.4 11.0 10.5 11.0 10.5 11.5 12.5
fio 19.5 16.1 17.0 17.0 16.5 17.4 12.6 12.5 13.9 13.7 14.5 15.1
fl 16.0 15.0 15.0 14.5 13.5 13.7 13.0 12.2 12.5 13.5 14.3 14.5
f12 16.5 16.0 15.6 15.0 13.5 16.0 15.0 14.0 13.5 13.5 12.5 14.0
fi3 16.5 14.5 14.5 14.5 14.0 14.5 14.0 14.0 14.3 13.0 14.0 14.5
f14 13.4 14.5 13.8 12.4 11.8 14.0 12.0 12.5 13.0 10.9 11.7 12.5
fis 17.7 16.5 15.5 16.0 16.5 16.0 15.0 13.5 13.4 13.0 130 14.5

Tabla 1b. Tiempos de arribo (en ms) registrados en los geéfonos r; al r,. Este grupo de datos corresponde al caso en que las fuentes

y los sensores se localizan en los lados opuestos del cuadrado, a lo largo del eje Oy.

I n L&] T4 Is Ie I7 I3 Iy 10 m 2
£ 12.0 14.0 12.5 12.0 12.0 13.0 12.0 15.0 13.5 15.0 17.0 21.0
5 11.5 11.0 105 10.0 09.6 10.3 10.5 12.0 12.0 12.5 13.5 16.5
fs 11.5 10.2 10.7 10.0 09.5 10.5 10.0 11.5 10.5 11.0 13.0 15.0
f4 12.0 10.6 10.5 10.0 10.5 10.2 10.6 12.0 10.6 11.2 13.4 14.0
fs 12.5 12.0 10.5 10.5 11.5 10.3 10.0 11.8 10.7 12.1 13.1 14.5
fg 13.0 12.0 115 10.7 10.5 10.0 10.5 11.8 10.5 11.0 13.0 13.5
fy 14.6 14.5 13.0 12.5 12.7 12.2 11.6 12.6 13.0 13.0 13.5 14.5
fg 16.5 14.5 13.5 13.0 15.0 12.9 12.6 13.5 12.5 13.0 14.0 15.5
fo 16.6 15.0 14.0 13.6 13.5 12.5 12.0 13.5 12.5 12.7 14.5 14.6
fio 19.0 17.0 14.5 14.5 13.5 13.1 13.0 14.0 13.0 13.5 14.0 14.8
f11 18.5 14.6 13.6 14.0 13.0 13.0 12.0 12.2 11.5 12.5 13.7 13.2
fi2 19.0 15.0 15.0 ‘4.5 14.0 13.5 12.5 12.5 12.0 12.6 13.0 13.5
fi3 20.5 16.1 15.3 15.0 14.5 13.3 13.1 12.8 12.5 13.0 13.7 14.5
fi4 18.0 14.5 13.5 14.0 12.5 12.2 11.5 12.0 10.5 11.5 12.5 12.4

Un sondeo tipico consta de un cuadrado d- 30 m por la-
do, que se explora por medio de un arreglo de 15 fuentes y
12 receptores ubicados en el perimetro Jel cuadrado. En las
distribuciones usadas, las fuentes y receptores estin en la-
dos opucstos dcl cuadrado, ordendndose en la misma forma
que cn los experimentos numéricos (figura 2) . Cada explo-
sién sc registra en todos los receptores, los cuales son del

tipo Mark con una frecuencia de resonancia de 28 Hz. Los
registros son analégicos; ejemplos de cllos aparecen en la
figura 8. El tiempo de los primeros arribos se determiné
visualmente en los sismogramas. En la estimacién del
error en los tiempos asi estimados, se toma en cuenta el
error en el cronometraje de 1a explosién y la calidad del arri-
bo en el sismograma. En promedio, el error que toma en
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cuenta ambos cfectos se estima en 1.5 ms. Con un ticmpo
de arribo promedio cercano a los 15 ms (ver también Tabla
1),m resulta un error rclativo aproximado al 10%. De
acuerdo con lo encontrado en los experimentos numéricos
de la seccién anterior, deberemos incluir una fuerte estabi-
lizacién en la inversion.
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Fig. 10. Norma de la perturbacién del vector-solucién, || 8X i,
y norma del vector de residuales |l r I}, en funcién del indice de
la DVS para el caso de aplicacién (primera iteracién). Se usa el
mismo modelo inicial que en la figura 9.

Es importante determinar la frecuencia predominante del
primer arribo con lo que se obtienc la longitud de onda ca-
racteristica de la observacion. Con esta informacion, es fa-
cil discretizar adecuadamente el drea de estudio ya que dicha
longitud caracteristica nos indica la longitud minima de las
heterogencidades que pueden ser reconocidas por la sefial
sismica. Las frecuencias predominantes en la sefial estan
entre los 400 y 500 Hz lo que, para velocidades del orden de
2.5 km/s, dan una longitud de onda de 5 a 6 m.

La solucién inicial en el proceso de inversion sc forma
ajustando, por prueba y error, un modelo homogéneo a los
datos. Esta seleccién del modelo inicial es la mds simple
que podemos hacer, ya que no contamos con un conoci-
miento previo de 1as velocidades en el drea de estudio, y es
la que puede darnos un mejor resultado de acuerdo a los ex-
perimentos numéricos de Ia seccién anterior. Una velocidad
media de¢ 2.5 km/s resultd ser, en ¢l sentido angtado, la
mds adecuada.

A continuacién, se dan detalles de un caso tipico. La
seccién correspondiente fue discretizada como una malla de
121 nodos. Los tiempos de arribo, leidos de los sismogra-
mas analdgicos, aparecen en la Tabla 1. La figura 9 mues-
tra los valores singulares A;, el valor absoluto de las pro-
yecciones sobre los vectores singulares correspondicnte del
vector de datos { u’; r } y del vector de solucién { vT; 8x }
en funcién del indice de la descomposicién espectral. Los
resultados indican una rdpida divergencia en la descomposi-
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cién espectral correspondicnte. Los picos que rcbasan cl
nivel de ruido corresponden a componentes que contribuyen
significativamentc a 1a solucién, si es que el nivel de ruido
estd bicn estimado. En la figura 9 se han eliminado
aquellas componentes cn que | uTi y | < 1.0. Puede
observarse que la contribucidn dc la primera componente €s
pobre debido a que el modeclo inicial utilizado es un modelo
homogéneco que se ajusté a los datos produciendo, por lo
tanto, un gasto de la informacién que conticne esta
componente. La figura 10 ilustra la conducta de las normas
de los vectores solucién y de residuales, ambos en funcion
del indice de la DVS, con o = 0. Mis alla de la vigésima
componente singular, el desarrollo de ambas funciones cs
claramente divergente. Diferentes valores de o fueron
probados hasta conseguir una solucién estable que, a la
vez, presentara un méaximo mejoramiento de los residuales.
El factor o elegido es del orden del valor del segundo valor
singular. Este factor se aplica en las dos o tres sucesivas
iteraciones en las que se obtiene convergencia (figura 11).
La solucién 6ptima que se obticne de este modo se presenta
en la figura 12a.

En varios expcrimentos, se probaron mallas de discre-
tizacién de diferente mimcero de nodos (121, 49, 25 y 16).
Esto se hizo con el objcto de estudiar 1a resolucion de las
heterogeneidades que aparecen en la estimacion y eliminar
las espurias. En las figuras 12b, 12¢ y 12d se muestran las
soluciones discretizadas a través de 49, 25 y 16 parametros,
respectivamente. Las diferentes soluciones provicnen del
uso de factores de estabilizacion que empiezan a filtrar a
partir del segundo valor singular. Nuevamente, dos ite-
raciones han sido suficientes para encontrar convergencia.

Los residuales lineales y no-lincales de 1a solucién ini-
cial aparecen en las figuras 13a 'y 13b. Debe recordarse que
la soluci6n inicial se forma ajustando los datos, por prucba
y error, a un modelo homogéneo. También se dibujan los
residuales correspondientes a los modelos estimados para
121, 49 y 25 parametros (figuras 13c, 13d y 13c¢). En las
graficas, los residuales se pueden separar en dos grupos: el
primero corresponde a los geéfonos situados a lo largo del
eje Ox (observacion 1 a 180, 12 gedfonos y 15 fuentes); el
segundo corresponde a los gedfonos sobre el eje Oy (obser-
vacién 181 a 348, 12 geéfonos y 14 fuentes). Algunos re-
siduales iniciales altos persisten en los diferentes modelos
obtenidos. Esto indica errores sistematicos, ya sea en los
datos o en la estimacion. Por otro lado, se observa la per-
sistencia de tendencias sistemdticas entre grupos de obser-
vaciones contiguas, 1o que mds bien indica sesgo en las es-
timaciones; por ejemplo, debido a alguna caractéristica de
pequeiia escala cercana a la posicion de las fuentes respec-
tivas. Esto puede explicar la tendencia negativa entre los re-
siduales 60 al 108 (primer grupo) y 190 al 258 (segundo
grupo). La persistencia de los altos residuales positivos en-
tre las observaciones 108 a 116 se deben muy probable-
mente a deficiencias en los datos. Por otro lado, el primer
sensor del segundo grupo de observaciones tiene asociados
residuales positivos altos; es dificil justificar una zona de
baja velocidad de dimensiones tan reducidas que explique es-
ta situacién, de tal modo que concluimos que debe haber un
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error sistemdtico en esos tiempos. Ademas, hacemos notar
que un primer arribo con muy pequefia amplitud, debido a
una alta atenuacion generalmente asociada con una baja ve-
locidad, puede producir errores sistematicos (ticmpos mayo-
res) en la determinacion de tiempos de arribo (figura 8).
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Fig. 11. Norma del vector de residuales | | r | | en funcidén del
indice de la iteracién para el ejercicio de aplicacion. La linea
horizontal corresponde a 1.5 ¥N ms, donde N es el nimero de
datos.

La figura 14 ilustra los valores de la matriz de resolu-
cion en la segunda iteracidn para el caso en que la estruc-
tura se discretiza con 121 nodos y el factor o es igual al se-
gundo valor singular. La matriz presenta claramente dos
bandas alredcdor de la que esta situada en la diagonal prin-
cipal, con un distanciamiento de 11 paramctros. Es previ-
sible que la banda ubicada cn diagonal principal sefiale los
valores més altos en la resolucién, salvo cuando se refiere a
parametros localizados en los margenes del modelo ya que
ellog no estdn adecuadamente muestreados por las trayec-
torias. Asi s¢ explica, primero, que la diagonal principal
aparezca periddicamente con valores pequciios asociados
con los nodos que se ubican en el perimetro del modelo y,
segundo, que la resolucidén correspondiente a los primeros y
tiltimos once nodos también sea muy baja. El ancho dc la
banda principal (ancho de resolucién) tiene un valor medio
de 3 pardmetros, es decir, corresponde aproximadamente a 6
m. Este valor concuerda con el ancho de resolucion estima-
do a partir de la longitud de onda predominante ¢n los sis-
mogramas. Las dos bandas que aparecen alrededor de la dia-
gonal principal sc interpretan como correlaciones con las
estimaciones de los nodos vecinos en el arreglo bidi-
mensional. Los conjuntos de nodos que corresponden, en
posicion, a las tres zonas de baja velocidad inferidas, cstdn

sefialadas en la figura 14. La resolucién alcanzada para es-
tos puntos es aceptable.

Los resultados obtenidos cn el presente trabajo son con-
sistentes con los que obtuvieron Aranda et al. (1985). Am-
bas soluciones son comparadas en la figura 15a. Los auto-
res refcridos obtienen dos zonas de baja velocidad usando
169 parimetros; cada parametro corrcsponde a la velocidad
homogénea de una celda rectangular. EI método aqui pre-
sentado permite obtener soluciones adecuadas con 25 (figu-
ra 12¢), 49 (figura 12b) y 121 (figura 12a) pardmetros.
Dentro de dos de las regiones donde se han cncontrado las
zonas de baja velocidad, se realizaron perforaciones (figura
15b) reportadas por Aranda et al. (1985), las cuales mucs-
tran la presencia dc lentes de arena que pueden explicar las
zonas d¢ baja velocidad. Esta posibilidad no se¢ pucde
comprobar debido a la falta de perforaciones en otros sitios
de esta scccion.

Se puede discutir 1a adecuacion de un modclo bidimen-
sional a las condiciones experimentales del ejercicio de
aplicacién. Una estructura tridimensional puede compor-
tarse como bidimensional para los primeros arribos, si es

que estos arribos viajan por la capa mas superior del terre- -

no, es decir, aproximadamente por los primeros 10 m ¢n
profundidad. Aquellos rayos que s¢ internan més profunda-
mente encuentran generalmente capas de velocidad sufi-
cientemente alta que los hacen regresar como primeros arri-
bos. En este caso, nuestro modclo contiene errores sistema-
ticos que serdn mayores micntras mas profundo viajen los
primeros arribos. Por tanto, ¢s probable <jue, en promedio,
las velocidades del modelo hayan quedado subestimadas.
Hasta ahora, la tinica informacién independiente acerca de la
estructura de 1a regién es la contenida en la figura 15 y por
esta razén, no podemos controlar més detalladamente los
limites de validez de nuestro modelado.

CONCLUSIONES Y .DISCUSION

El propésito de este articulo es presentar un procedi-
miento que resuclve numéricamente ¢l problema de invertir
ticmpos de arribog de ondas sismicas para cl caso dc una
distribucion bidimensional de velocidades. En los ejercicios
de validacién y de aplicacidn, las fucntes y los sensores se
distribuyen en la periferia de un cuadrado en cuyo interior
se busca determinar las velocidadcs. El procedimiento sc
basa en una discretizacién del medio a través de una malla
compuesta por tridngulos. En cada tridingulo se supone que
la velocidad es funcidn lincal de las coordenadas espaciales
y, por lo tanto, los rayos son arcos de circunferencias. El
problema directo s¢ lincaliza a través de un desarrollo de
Taylor a partir de una solucién inicial y se busca estimar la
perturbacion de esta solucién inicial. Las dcrivadas parcia-
les correspondientes se calculan analiticamente. En la solu-
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Fig. 12a. Resultados de la inversién a partir de un modelo ini-
cial homogéneo. Los resultados corresponden a discretiza-
ciones que utilizan 121 pardmetros. Las velocidades corres-
pondientes a las isolineas estdn en km/s.
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“ig. 12b. Los resultados corresponden a discretizac ones que
.tilizan 49 pardmetros. Las velocidades correspondientes a las
isolfneas estdn en km/s.
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Fig. 12c. Los resultados corresponden a discretizaciones que
utilizan 25 pardmetros. Las velocidades correspondientes a las
isolineas estin en km/s.
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Fig. 12d. Los resultados corresponden a d..cretizaciones que
utilizan 16 pardmetros. Las velocidades co1. 2spondientes a las
isolineas estdn en km/s.
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Fig. 13. Residuales iniciales de los tiempos de recorrido lineales (a) y no-lineales (b) para un modelo discretizado con 121
pardmetros. Ademds, se presentan los residuales no-lineales correspondientes a las soluciones con parametrizaciones de 121 (¢), 49

(d) y 25 (e) nodos, después de la tercera iteracién.

cion del problema lineal inverso, se utiliza la descomposi-
cion de valores singulares aplicada sobre una solucién regu-
larizada.

La validacién numérica del procedimiento permiie ase-
gurar, primero, la correccién tanto de las aproximaciones
que se han utilizado como de la codificacidn y, segundo, la
vialidad de estimar cualitativa y cuantitativamente la
existencia de zonas de baja velocidad en medios relativa-
mente simples. La sobreparametrizacién en la descripcion
numérica del modclo no afecta la eficiencia del procedi-
miento mientras, obviamente, el nivel de error no cubrasla
informacion necesaria para hacer la estimacién corres-
pondicnte. En este dltimo respecto, el andlisis que resulta
de aplicar la DVS es de gran importancia.

El procedimiento se aplica a observaciones de tiempo de
arribo en un experimento que tuvo como propdsito de-
tectar zonas de baja velocidad que pueden ser dafiinas en la
cimentacion Je una estructura civil. Diversas pruebas del
procedimicnto permiticron estimar, a partir de un modelo
inicial homogéneo que s¢ construyé con la condicion de

que satisfaga globalmente los datos, una estructura que con-
tiene zonas baja velocidad. La existencia de estas zonas pa-
rece significativa dada su permanencia en las diferentes so-
luciones y tomando en cuenta las caracteristicas de la ma-
triz de resolucién. Al mismo tiempo, la solucién es con-
sistente con la obtenida por Aranda et al. (1985), los que
utilizan una malla de celdas rectangulares donde la velocidad
se toma como constante y aplican una estimacién minimo-
cuadrat’ -a estabilizada.

El procedimiento ofrece varias ventajas sobre métodos
basados en la discretizacion a través de celdas rectanguldres
de velncidad constante. La principal es que permite una dis-
minncién notable en el nimero de pardmetros con que se
puede representar satisfactoriamente el modelo, haciendo
més preciso el cdlculo de los rayos y permitiendo que el
problema directo y el inverso se puedan resolver con gran
exactitud en cada iteracién. Otra ventaja es la de calcular las
derivadas parciales en forma analitica en cada iteracién. El
uso combinado dc una solucién regularizada y la DVS (op-
cién que es relativamente estandar en la literatura) permite
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Fig. 14. Representacién gréfica de la matriz de resolucién para una discretizacién con 121 pardmetros. Se trata de la segunda
iteracién, a partir del mismo modelo inicial que el usado en las figuras 9 y 10. Los nimeros en las coordenadas corresponden al orden

en las incégnitas. Las flechas sefialan la resolucién de los puntos
estimadas en la figura 12a.

una gran flexibilidad, puesto que el andlisis espectral del
problema (DVS) define aproximadamente los grados de
libertad resolubles en ia solucién mientras que el mecanis-
mo de regularizacién evita el uso de un filtro discontinuo,
como implicaria la aplicacién directa de 1a DVS. Adicional-
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correspondientes a las zonas de baja velocidad que aparecen

mente, la optimizacién de la codificacién y el uso de un
sistema interactivo permite la inspeccién de graficas para
evaluar la bondad de una solucién enfatizando rapidez,
exactitud y eficiencia en el procedimiento.
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Fig. 15a. Comparacién entre el resultado obtenido por Aranda
et al. (1985) y el reportado en este trabajo. Las isolineas
representan velocidades en km/s. Las zonas de baja velocidad
determinadas por Aranda et al. (1985) se muestran con bloques
achurados. Estas zonas coinciden aproximadamente con dos de
las obtenidas en el presente trabajo. CM2 y CM3 indican la

posicién de dos pozos cuya estratiorafia se muestra en la figura
15b.
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