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RESUMEN

La interpretacién de sondeos de polarizacion inducida para medios con contraste pequefio en resistividad se
plantea en términos de una ecuacion integral lineal. Se presentan dos soluciones dc esta ecuacion: (a) una solu-
cién analitica mediante transformadas integrales, y (b) una solucién numérica mediante programacién lineal.
La primera indica que el problema inverso tiene, al menos en principio, solucién finica, y la segunda permite la
construccion de modelos a partir de datos de campo. La construccién de modelos se ilustra con casos de contras-
te nulo en resistividad, para los cuales la ecuacidn integral es exacta y se extiende a casos de contraste moderado.
También se incluyen aplicaciones del algoritmo a datos de campo.

ABSTRACT

The interpretation of induced polarization soundings for low resistivity contrast media is posed in terms of a
linear integral equation. Two solutions of this equation are presented: (a) an analytic solution by means of in-
tegral transforms, and (b) a numerical solution using lincar programming. The first establishes that the inverse
problem has, at lcastiin principle, a unique solution, and the second allows the construction of models from ficld
data. The construction of models is illustrated assuming zero resistivity contrast, for which the integral equation
is exact, and it is extended to cases that involve resistivity variations. Applications of the algorithm to field
data are also included.

* Centro de Investigacion Cientifica y de Educacién Superior de Ensenada (CICESE), Ensenada, Baja Califor-
nia, 22830, MEXICO.
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INTRODUCCION

Los sondeos eléctricos verticales de polarizacion inducida (SEV-PI) generalmente se
interpretan cualitativamente (e.g., Roy y Elliot, 1980), o bien mediante la compara-
cion con respuestas teoricas (e.g., Seara y Granda, 1987). No existen trabajos en la
literatura donde se exponga la aplicaciéon de técnicas de inversion a este tipo de son-
deos. En general el problema tiene una doble naturaleza; para interpretar un SEV-PI

se requiere de antemano interpretar el correspondiente sondeo eléctrico vertical
(SEV).

Como anticipacién a la solucidn general, en este articulo presentamos dos solucio-
nes particulares del problema inverso de SEV-PI, las cuales son aplicables a situacio-
nes en las que exista poco contraste en resistividad. Este tipo de condiciones, comu-
nes en la practica, han sido tratadas en dos dimensiones por Comparan et al. (1989),
y en tres dimensiones por Cavazos-Garza y Gomez-Trevifio (1989). Para tratar el
problema de SEV-PI o unidimensional, partimos de las expresiones desarrolladas por
Elliot y Lauritsen (1977), quienes obtuvieron la solucién del problema directo de
una tierra estratificada en cargabilidad y uniforme en resistividad.

En términos del problema inverso, las expresiones de Elliot y Lauritsen (1977)
conducen a un problema no lineal, en el cual las incégnitas son los espesores y las
cargabilidades de las capas. Para evitar la no linealidad, en el presente trabajo con-
vertimos dichas expresiones a integrales y consideramos la cargabilidad como una
funcién arbitraria de la profundidad. El resultado es una ecuacién integral lineal pa-
ra la funcion de cargabilidad, sobre cuya base desarrollamos dos aspectos del proble-
ma inverso: la unicidad de la solucién (solucion analitica) y la construccion de mo-
delos a partir de datos de campo (solucién numérica).

FORMULACION DEL PROBLEMA INVERSO

Con base en la formulacidén de Seigel (1959), Elliot y Lauritsen (1977) desarrollaron
las expresiones para la cargabilidad aparente (mg) de una tierra estratificada en car-
gabilidad y uniforme en resistividad. Estas expresiones son de la forma

2
m, = j§1 Bjm; , (1)

donde £ es el nimero de capas y mj-es la cargabilidad de la j-ésima capa. El coefi-
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ciente Bj depende solamente del dispositivo electrodico que se utilice y del espesor
de la capa correspondiente. Para el dispositivo Schlumberger, B; se reduce a:

By = [ +42))77 - (i +42,,)°] )
donde r representa la distancia (AB/2) entre el centro del dispositivo y los electrodos
de corriente, y zj es la profundidad del techo de la j-ésima capa. Noétese la dependen-
cia no lineal de m, con respecto a las profundidades. Esto implica que el problema

inverso no es lineal cuando se plantea en términos de los pardmetros que caracterizan
a la estratificacion. Para convertirlo en lineal procedemos de la siguiente manera.

Para capas de espesor pequefio comparado con su profundidad, se tiene que

B = B(z) = 12r%z(r® +422) **Az (3)

donde z = (zj,, +2)/2 y Az = (zj,, - 7). Sustituyendo en la ecuacioén (1) y toman-
do el limite cuando Az tiende a cero, obtenemos

my(r) = J 120°2(r* + 423y m(z) dz , @

donde se ha escrito explicitamente la dependencia de m,; con respecto a la separa-
cion r = AB/2. Notese que la dependencia entre mg,(r) y m(z) es lineal.

En términos de la ecuaciéon (4), el problema directo consiste en calcular my,(r)
cuando se conoce m(z); el problema inverso consiste en calcular m(z) cuando se co-
noce myg(r). En el primer caso, la solucidén se obtiene por simple integracion; en el
segundo, la situaciéon es mas complicada, dado que m(z) forma parte del integrando.
Se impone entonces considerar la relacién entre mg(r) y m(z) como una ecuacién in-
tegral para esta Ultima.

UNICIDAD

La ecuacién integral para m(z) es relativamente sencilla y puede resolverse analitica-
mente. Esto es, puede obtenerse una férmula para m(z) en términos de mg,(r). Con
este fin, dividase la ecuacion (4) por r? y tobmese en ambos miembros la transforma-
da de Hankel

H[f(r)] = Z°rf‘(r) J, (A dr . . )
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La integral del lado izquierdo se puede escribir simplemente como H[m,(r)/r?],
mientras que la del lado derecho requiere ser evaluada. La evaluacion se simplifica
utilizando la férmula :

Fr2a? +422)%25,(Ar)dr = Aexp(-2Az)/6z , (6)
0

la cual se sigue de la 6.565.3 en Gradshte'yn y Ryzhik (1965). Asi, el resultado de
transformar la ecuacion (4) se reduce a

Hlmo@/r*] = ['s-exp(-sim(z)dz %

donde s = 2\. La integral en la ecuacién (7) tiene la forma de una transformada de
Laplace, por lo que la solucion para m(z) puede escribirse como

m(z) = L' [H[m,(1)/r*]/s] , (8)

donde el operador H ha de evaluarse en A = s/2. L representa el operador inverso
de Laplace. Con esto hemos encontrado la solucién de la ecuacién integral (4). Es
interesante observar que dicha solucidn es similar a la que se obtiene para la conduc-
tividad eléctrica, cuando los datos corresponden a mediciones electromagnéticas de
. baja frecuencia (Esparza y Gémez-Treviiio, 1987).

En principio, la ecuacion (8) puede utilizarse para calcular m(z) dada mg(r). Para
esto se requiere conocer esta ultima funcién en un nimero infinito de separaciones.
Como esto no es posible en la practica, donde ademds existen errores observaciona-
les, las formulas del tipo de la ecuacion (8) tienden a ser inestables. Mds que por su
aplicacion practica, la solucion analitica de m(z) es importante por sus implicaciones
de principio. Una de éstas es que establece una correspondencia uno a uno entre
mg(r) y m(z), relacidon que se sigue como corolario de las correspondientes féormulas
de inversion para los dos tipos de transformadas integrales. En otras palabras, dada
una curva de ma(r), podemos estar seguros de que existe solamente un modelo m(z)
que la reproduce. Si bien esta afirmacién no se sostiene en la prictica, garantiza que
al aumentar el niimero de mediciones y reduciendo su incertidumbre, nos acercare-
mos a la verdadera distribucion de cargabilidad.

CONSTRUCCION

La construccién de modelos a pdrtir de observaciones puede plantearse de la siguien-
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te manera. Encontrar modelos m(z) tales que
my(r;) — & < (jjogi(z)m(z)dz <my(r))+e; , i=1,n, )
donde
gi(z) = 12r§’z(rf+ 4z%)7572

my,(r;) v e; representan respectivamente las observaciones y sus incertidumbres, y n
es el numero de observaciones. Planteado en esta forma, el problema tiene infinidad
de soluciones, por lo que es conveniente imponer restricciones adicionales. De la in-
finidad de modelos se selecciona el que minimiza
0 . .

o= Tim@ld , (10)
donde m'(z) es la derivada de m(z) con respecto a z. La minimizacioén de ¢ asegura
que el modelo seleccionado serd, de entre todos los que cumplen con (9), el que ten-
ga el menor numero de maximos y minimos (capas).

En los aspectos generales del algoritmo seguiremos a Oldenburg y Samson (1979),
quienes utilizaron el mismo tipo de extremizacion en un problema de interferome-
tria. Integrando por partes, el conjunto de desigualdades puede reescribirse como

d - e < ZOGi(z)m'(z)dz<di+ei , i=1,n, (11)
donde
Gi(z) = - rl-a(rizy-+-4z2)—3/2

y d; = mg(r;) - m(o). Para la aplicacién de técnicas de programacion lineal, se hace
una particion en el eje Z, y se supone que m'(z) = m'j es constante (m(z) lineal) so-
bre cada uno de los intervalos resultantes (generalmente se requiere un minimo de
30 intervalos). Con esto, las expresiones anteriores pueden expresarse en la forma
algebraica

L
di-¢< X Cijm]f <diy+oe , i=1,n, (12)
j=1

donde .
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Zj+l
Cij = [ Giyz)dz
Zj'

La funcién a minimizar se reduce en este caso a

g
¢ = j2=;1|mj’|(2j+1— Zj) . (13)

Debido a que m’j puede en general tomar tanto valores positivos como negativos,
el problema no tiene la forma estdndar requerida por las técnicas de programacion
lineal. La manera usual de salvar este obstdculo, y la que utilizaremos aquf, consiste
en definir dos variables auxiliares no negativas pj y q; tales que m'; = Pj — gj, yen
minimizar la forma equivalente

Y = (pj + q5) Zj+1— Z5) - (14)

-
[\ o]
-

De esta manera, las expresiones (12) y (14) tienen la forma requerida. Una vez
obtenidos los valores de m'j, j = 1, &, la funcién de cargabilidad se evaltia mediante
la expresion

j-1
m(z) = m(o) +m;(z - z) + E)l m{(zi+; ~ Z) (15)

para z; < z < z;j,, - m(0), la cargabilidad en la superficie del terreno, se supone cono-
cida y en la prdctica puede estimarse a partir de los valores de m,(r;) para separacio-
nes pequefias. La ecuacion (15) puede también utilizarse para imponer restricciones
extras sobre m(z) a cualquier profundidad.

RESULTADOS

A continuacién se presentan algunos resultados obtenidos mediante la aplicacidén del
algoritmo descrito en la seccion anterior. En la primera parte se consideran experi-
mentos numéricos realizados con datos sintéticos, y en la segunda se aplica el algorit-
mo a la interpretacion de datos de campo.

Datos sintéticos .
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Fig. 1. Construccién de modelos para ¢l caso de contraste nulo en resistividad. La linea a trazos representa el
modelo verdadero y la continua el modelo estimado. La desviacién estdndar de los datos y las supuestas en cada
inversién son, respectivamente (a) 15 y 8%, (b) 1y 1%, (c) 15y 15% y (d) 15 y 30%. Las unidades de carga-
bilidad son arbitrarias.

En la figura 1 se muestra el caso de un modelo estratificado en cargabilidad y uni-
forme en resistividad. Los modelos estimados fueron construidos a partir de datos
sintéticos, a los cuales se les sumoé ruido aleatorio para simular datos de campo. Para
construir los modelos se supuso que la desviacion estindar en los datos era menor,
igual, y mayor, sucesivamente, que la asignada. Los resultados demuestran la impor-
tancia de estimar correctamente los errores en los datos. Si los errores se subestiman
(figura 1a) aparecen capas ficticias, mientras que si se sobreestiman (figura 1d) algu-
nas tienden a desaparecer. Los resultados que se obtienen cuando se supone que la
desviacion estandar de los datos es igual a la asignada se presentan en las figuras 1b
y lc. :
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En la figura 2 se muestra el caso de un modelo estratificado, tanto en cargabilidad
como en resistividad. Con este ejemplo se ilustra la aplicacion del algoritmo a situa-
ciones en que existe poco contraste en resistividad. Como en el caso anterior, los
modelos se construyeron a partir de la respuesta tedrica del modelo, a la cual se le
sumé ruido aleatorio. En la construccion de los modelos se supuso que la desviacion
estindar de los datos era menor, igual, y mayor, sucesivamente, que la asignada. El
resultado de subestimar o sobreestimar los errores en los datos es similar al del caso

anterior.

R 101
d i
Q - (- T E
|
102 — E._J' 100
:l ] 1 I 1 i | L
100 10' 102 103 109 10! 102 103
z(m) z(m)
101 107
E E
100 100
1 1 1 L 1 i 1
100 10" 102 103 100 10" 102 103

z(m) z(m)

Fig. 2. Construccién dec modclos para el caso de contraste pequefio en resistividad. La variacion de la resistivi-
dad se representa en (a). TFn las demds graficas la 1inca a trazos representa ¢l modelo verdadero de cargabilidad,
y la linca continua ¢l modelo estimado.- Las desviaciones estdndar de los datos y las supuestas en cada inversion
son, respectivamente: (b) 5y 1%, (€) 5y 5% y (d) 5y 30%. Las unidades de cargabilidad son arbitrarias.
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Fig. 3. Construccién dc modclos para un caso extremo. La variacion de la resistividad se representa cen (a). En
las demas graficas la linca a trazos rcpresenta ¢l modelo verdadero de cargabilidad y la linca continua cl modelo
cstimado. Las desviaciones estdndar de los datos y las supuestas cn cada inversién son, respectivamente: (b) 5y
13%, () 5y 15% y (d) 5 y 30%. Las unidades de cargabilidad son arbitrarias.

Los resultados que s¢ muestran en la figura 3 corresponden a un caso extremo en
lo que respecta a la aproximaciéon para pequefios contrastes en resistividad. Notese
que las interfases de los modelos construidos se encuentran sistemadticamente por de-
bajo de las correspondientes al modelo verdadero. Esto sc debe a que la ecuacion in-
tegral no toma en cuenta ¢l contraste en resistividad, cuyo cfecto ¢s reducir la pro-
fundidad de penetraciéon de la corriente eléctrica en ¢l subsuelo. A esto se debe,

I
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Fig. 4. Comparacion de respuestas de modelos con los datos utilizados en su construccion. Las grdficas (a), (b) y
(c) corresponden, respectivamente, a los modelos mostrados en las figuras 1c, 2c y 3c. Las wnidades de cargabili-
dad aparente son arbitrarias.
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Fig. 5. Interpretacion de datos tomados de Roy y Elliot (1980). (a) Comparacion entre la respuesta del modelo
cstimado y los datos (las barras de error son nuestras). (b) Fl modelo estimado.
AN
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también, el que no se muestren modelos que sobreajusten (o que ajusten apropiada-
mente) los datos. Simplemente no existen tales modelos en el presente caso. La res-
puesta del modelo de la figura 3¢, asi como las correspondientes a los modelos de
Tas figuras 1c y 2c, se comparan en la figura 4 con los datos utilizados en el proceso
de construccién.

Datos de campo

Con el fin de ilustrar la aplicacion del algoritmo a datos de campo, se interpreté el
SEV-PI No. 27 del estudio realizado por Roy y Elliot (1980). Se seleccioné este
sondeo porque presenta contrastes pequefios en resistividad. Los resultados de la in-
terpretacion se muestran en la figura 5. El modelo se construyé suponiendo las ba-
rras de error que se muestran en la figura. El modelo muestra las 5 capas sugeridas
por los datos.

Es interesante hacer notar que el peor ajuste a los datos ocurre donde la pendien-
te de la curva es negativa; al parecer, los datos requieren que esta pendiente sea mds
pronunciada. La discrepancia es muy probable que se deba a que existen efectos la-
terales.que no pueden ser reproducidos por un modelo unidimensional. Se puede de-
mostrar ficilmente, partiendo de las ecuaciones (1) y (2), que la pendiente logarit-
mica de una curva tedrica no puede ser menor que — 2. Este valor se obtiene para se-
paraciones muy grandes en el caso extremo de una capa superficial sobre un semies-
pacio no cargable. La presencia de capas cargables dentro del semiespacio tendera
necesariamente a elevar la curva y a incrementar su pendiente hacia valores positivos.
En lo que respecta a los datos, su comportamiento requiere que el valor de la pen-
diente se acerque al minimo absoluto, siendo que evidentemente no se trata del caso
extremo de una capa superficial sobre un semiespacio no cargable. Esto quiere de-
cir, como se menciond anteriormente, que es muy probable que existan efectos late-
rales en los datos, y que una pendiente negativa tan pronunciada no puede ser repro-
ducida por una tierra estratificada. Por lo demds, el ajuste es razonablemente bueno,
considerando que el modelo contiene el minimo nimero de capas.

CONCLUSIONES

Hemos presentado los siguientes aspectos del problema inverso de SEV-PI para me-
dios con poco contraste en resistividad: (a) su formulacion en términos de una ecua-
cién integral, (b) un teorema de unicidad, y (c) un método para construir modelos a
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partir de observaciones. Los resultados demuestran la flexibilidad del método, tanto
en casos en que el medio sea de resistividad uniforme como cuando existan variacio-
nes moderadas en resistividad.

Tanto el teorema de unicidad como el método para construir modelos descansan
directamente sobre la formulacién del problema en términos de la ecuacion integral
lineal. Sin ésta, seria muy dificil concebir una demostracion de la unicidad, debido a
que en términos de los pardmetros originales (espesores y cargabilidades) el proble-
ma inverso no es lineal. Al mismo tiempo, sin la ecuacidn integral, la solucidon numé-
rica que hemos desarrollado serfa més dificil de justificar algebraicamente.
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