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RESUMEN

Existen varios- métodos para suavizar curvas empirticas. Un método cstindar consistc en minimjzar, al mismo
tiempo, dos normas cuadrdticas: la del vector de residuales y la de un operador regularizante que controla el gra-
do de suavidez de la solucidn. Para este operador, se toma generalmente la norma cuadritica de la derivada de
orden p en la funcidén que se estima. En la version que aqui se presenta, también sc incluye la contribucién del
espacio nulo del operador regularizante y, para invertir estc operador sc utiliza una funcién de Green. El algo-
ritmo tiene controladores globales y locales para medir el grado de ajuste. Fl algoritmo se aplica al problema sis-
molégico de suavizacién de tablas de camino-tiempo. Los resultados se comparan con los producidos por un
método basado en polinomios osculantes (*‘splines™) ctibicos y el de valores sumarios de Jeffreys.

ABSTRACT

There are several methods for smoothing empirical functions. A standard mcthod consists in the minimization
of the quadratic norms for both, the vector of restduals, and the vector of the p-th derivative of the function to
be cstimated. Here, the contribution of the null-space of the derivative functional is considered and Green’s
functions are uscd for inverting this operator. The algorithm contains global and local means of controlling the
degree of fitting. The procedurc is applied to the standard seismological problem of smoothing travel-time
tables and the results are compared with two other methods mentioned in the literature, namely, a cubic spline
scheme with variable knots and the summary mcthod of Jeffreys.

* Division de Ciencias de la Tierra, Centro de Investigacién Cient(fica y de Educacion Superior de Ensenada,
Ensenada, B.C., 22830, MEXICO.
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INTRODUCCION

El problema de suavizar curvas empiricas consiste en determinar las fluctuaciones
esenciales de los datos que corresponderfan a la sefial, eliminando la contribucién
del error. Este problema es interesante por dos motivos. En primer lugar, corres-
ponde a una situacién comun en ciencia experimental donde, ademas de la funcién,
se pueden necesitar las derivadas de ella. En segundo lugar, es una de las formas mds
simples para estimar una funcién continua a partir de datos empiricos.

Existen varios métodos para suavizar datos empiricos, todos ellos basados en la
suposicion de que los errores se conducen aleatoriamente, sin componentes sistema- -
ticas, mientras que la sefial es una funcion sin inflexiones u oscilaciones riapidas en
su conducta. Asi, un operador de suavizqcién corresponde a un filtro de altas fre-
cuencias que debe tener pardmetros de ajuste no sélo globales sino también locales.
Esto es con el fin de seguir sblo la variacién significativa de la curva a lo largo de su
rango. Muchos métodos utilizan funciones analiticas simples como aproximantes,
determinandose los pardmetros correspondientes a través de un proceso que general-
mente es el minimo-cuadritico. Por otro lado, polinomios osculantes (“‘splines’)
cubicos han sido utilizados en la literatura sismolégica por Curtis y Shimshoni (1970)
para suavizar curvas de camino-tiempo, mientras que el método de Lanczos (1956),
basado en un desarrollo en series,-ha sido aplicado a otro problema sismolégico por
Dziewonski y Landisman (1970). Una estrategia diferente, que no usa funciones-
bases, consiste en definir un “grado de suavizaciéon’ a través de un funcional diferen-
cial, siendo éste optimizado, junto.con un criterio de aproximacién minimo-cuadra-
tico, a los puntos empiricos (Whittaker y Robinson, 1924).

EL METODO

El procedimiento de Whittaker y Robinson (1924) puede ser considerado un méto-
do de regularizacion (Tikhonov y Arsenin, 1977), con lo cual el problema de suaviza-
cion queda situado dentro del marco mads general de la teoria de estimacion de fun-
ciones. Lo que se presenta en este articulo es una forma mds general y completa del
esquema desarrollado por Whittaker y Robinson (1924). Un tratamiento m4s mo-
derno de ideas similares a las aquf desarrolladas se presenta en Hilger (1976); sin em-
bargo, nuestro algoritmo se desarrollé independientemente como un gorolario de un
esquema de regularizacion para estimar funciones continuas.
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Sea el modelo directo
Yob(x) = 1y(x) +e(x) (1

donde yop(x) representa la funcidén observada; I, el operador identidad; y(x), la
funcion incognita, y e(x), el ruido o error. El criterio para estimar y(x) es

min{ ||yob'y||§1+°‘”DPy”252} @
donde

- ¢ | ) -
y_y*+Yp-Dp“‘d-X?ijy*'T’:O,Dpr“'0 (3)

Asi, la funcién incdgnita tiene una componente dentro del rango (y*) y otra en el
espacm nulo (yp) del operador D, . La m1r11m12a010n se puede realizar antes o des-
pués de discretizar las ecuaciones. Optando por la segunda alternativa, usamos la
definicién de la norma de un vector

lzllg = 2" Cz @
donde zT es el vector transpuesto de z. Las matrices simétricas positivas definidas
S, y S, se construyen combinando adecuadamente: a) los factores de la integracion
numérica que nos permiten pasar de normas de funciones a su representacion discre-
ta; b) las estimaciones de los errores de las observaciones, incluyendo la de las corre-
laciones entre ellos, y ¢) otras ponderaciones que permitan enfatizar el ajuste a una

observacién o a “‘tensar’” localmente la curva. El pardmetro a gobierna el balance
global entre el ajuste a los datos y la suavizacion.

Claramente, y, es un polinomio de grado p-1
yp(X) = co *+ ¢ ix + Cx® L+ ey xPT (5)
Expresando esta ecuacion en su version discreta y en notacion compacta
yp = Ypc , (6)

donde ¢ es ¢l vector de coeficientes y Y, es una matriz cuyas filas conticnen las di-
ferentes potencias de x para los distintos puntos de observacion,
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Las ecuaciones normales para D,y* son
(D_pl )TSI(YOb - Vp - D;)l Dpy*) +aS,Dpy* =0 ‘ @)

que producen

4 , )
§* = DI(D))SD)) +aS:] (D) WSy V) (8)

Definiendo una funcidén de Green discreta G, y una matriz. A por

D, = GpSz: A = GySy )
la solucion para ¥* se puede escribir como
7* = AATTIS, (Yoo ~ ¥p) (10)
donde '
o= S;AAT + al (11)

donde I es una matriz identidad adecuada y én la definicién de S;, se incluye, para el
caso mds general, una descomposicion de Choleski de la matriz S;. Las ecuaciones
normales para ¥, son

T N -
YpSI(YOb -yt —Yp) =0 (12)
cuya solucién se puede escribir como
-~ T 1~ -1 1 o-
Fo = Y % T3 S1Yol " v 35 ST von (13)

En la implementacién del método se hace primero un ajuste global manipulando
¢l parametro a . Después se ajusta localmente la tension de la curva y la satisfaccién
de los datos utilizando los valores de las matrices S; y S, . Paralelamente, se gra-
fican los residuales r(x) = yop(x) — ¥(x) y se estudian SLKpropiedades estadisticas.
El objetivo del ajuste es obtener residuales que muestren aleatoricdad a un nivel de
amplitud mdxima, pero sin mostrar la presencia de tendencias sistemadticas. El nivel
de las amplitudes de los residuales que finalmente se acepta como 6ptimo puede re-
querir cambios en nucstra estimacion inicial de los errores en las observaciones.
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Fig. 1. Residuales como funcidn de la distancia epicentral que resultan de la aplicacion de un método de polino-
mios osculantes (“splines”™) ciibicos con nodos variables, del de valorcs sumarios y dcl de regularizacién.
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APLICACION

Este método tiene una aplicacién rutinaria en diferentes problemas; en particular, en
la suavizacién de curvas que resultan al invertir ecuaciones integrales de Fredholm de
primera clase a través del uso de la descomposicion de valores singulares. Esto es ne-
cesario cuando s6lo se utilizan unos pocos elementos de la descomposicion y se pre-
fiere una solucién que no muestre las oscilaciones de los vectores propios utilizados.

En esta seccion mostraremos los resultados de la aplicacion del método a un caso
simple. El ejercicio no pretende entregar un resultado geofisico nuevo, sino mds
bien utilizar una base de datos estindar para comparar el método que proponemos
con otros de uso relativamente comun. Se utiliza la tabla de camino-tiempo para
ondas P que aparece en Arnold (1968); los datos originales provienen de Herrin et
al. (1968). El ejercicio consiste en suavizar los tiempos de arribo usando tres méto-
dos: el de valores sumarios de Jeffreys (1961), el de polinomios osculantes (““splines’’)
cubicos con nodos variables de Curtis y Shimshoni (1970) y el método de regulariza-
cion aqui presentado. La figura 1 presenta los residuales de los valores observados
que resultan de la aplicacion de los tres métodos, las funciones primera-derivadas
aparecen en la figura 2, y las de segunda-derivadas, en la figura 3. En las dos tiltimas
figuras se incluyen también los resultados de diferenciar directamente las funciones ob-
servadas. Una solucién estable correspondiente al método de regularizaciénconp = 4
se obtiene con relativa facilidad, mientras que con p = 2 hay mds dificultad para ob-
tener una convergencia en la solucién 6ptima. Los esquemas numéricos de deriva-
cién utilizados se seleccionaron por su simplicidad; ésto, para minimizar la accion de
cualquier suavizacién adicional. Asi, se aplicé un polinomio de interpolacién la-
grangiano de segundo grado, para tres puntos sucesivos, en el cdlculo de las primeras
y segundas derivadas. La aplicacion de este esquema a los resultados del método de
valores sumarios produjo inestabilidad, por lo que se prefiri6 utilizar en este caso un
método basado en polinomios osculantes cubicos.

Los resultados ilustrados en las figuras muestran efectos tanto de los errores de
observacion como del de modelar la Tierrd como lateralmente homogénea. Para dis-
tancias menores de 25 grados, las heterogeneidades del manto superior producen di-
ficultades en definir una curva “promedio” o representativa. Una situacion seme-
jante ocurre a distancias méiximas debido tanto al efecto de difraccion por la curva-
tura del nucleo terrestre, como a las heterogeneidades existentes cerca de la discon-
tinuidad entre el niicleo y el manto.

-
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Fig. 2. Primera derivada de la funcién incdgnita como funcién de la distancia epicentral. Se presentan los resul-
tados de derivar las funciones suavizadas por los tres métodos sefialados en la figura 1.
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Fig. 3. Igual que en la figura 2, para la segunda derivada.



J. Frez 793

CONCLUSIONES

El desempefio numérico y estadfstico del método de regularizacién se compara bien
con el de los otros,procédimientos. La inspeccion de las figuras lo confirma cualita-
tivamente, asi como la prueba global del Ji-cuadratico. La flexibilidad del método
es, quizds, su mejor cualidad, mientras que la necesidad de invertir una gran matriz
puede ser una dificultad en problemas de gran escala.

En el esquema propuesto, la suavizacién se controla a través de la minimizacién
de la norma de la derivada de orden p de la funcién incégnita. En principio, puede
ser necesario también estabilizar la norma del polinomio yp. Esto no ha sido necesa-
rio en nuestros ejercicios de aplicacién. Sin embargo, en la generalizacién del méto-
do al problema de estimar funciones continuas que resultan de la inversiéon de ecua-
ciones integrales de Fredholm de primera clase, se hace necesaria esta segunda estabi-
lizacién cuando se aplica a problemas de inversién tipicos en Geofisica. Ello se debe
al caricter indeterminado de tales problemas de estimacién, como por ejemplo, el
de determinar la estructura interna de la Tierra con base en mediciones sismologicas.
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