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RESUMEN

Se desarrolla una teorfa de primer orden para tratar la disper-
sion de ondas eldsticas por pequeiias inhomogeneidades, restringién-
dose la atencién a inhomogeneidades en que la perturbacién de las
propiedades eldsticas no es pequena, pero en las que la regién pertur-
bada es delgada. Las formaciones geolégicas que satisfacen estas con-
diciones son diques, lentes, etc. Usando los teoremas de representacién
integral de la elastodindmica se expresan las soluciones como cuadra-
turas de cantidades conocidas.

INTRODUCCION
Knopoff (1956) y de Hoop (1958) han estudiado los teo-

remas de representacion integral en elastodinamica. Mas re-
cientemente, el autor (Herrera, 1., 1964a) ha dado una prue-
ba directa de estos teoremas de representacién para movi-
mientos casi-estacionarios en materiales no-homogéneos. Estos
teoremas son muy importantes en relacién con problemas de
transmisién de ondas elasticas, no s6lo porque los reducen a
cuadraturas cuando se conoce la funcién de Green corres-
pondiente a la regién dada y las condiciones a la frontera,
sino especialmente porque convienen mucho para obtener so-
luciones aproximadas usando los métodos clasicos de pertur-
bacion (Herrera, 1., 1964b; Herrera, I. y A. K. Mal, 1964).
Alin més, en la region de convergencia de la expansién en
serie, la solucién exacta puede aproximarse tanto como se
quiera por medio de perturbaciones de orden suficientemente
alto.
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ABSTRACT

A first order theory is developed to treat the scattering of elastic
waves by small inhomogeneities. Attention is restricted to inhomo-
geneities for which the perturbation of the elastic properties is not
small but the perturbed region is thin. Geological formations satisfying
these conditions are dykes, lenses, etc. Using the integral represen-
tation theorems of elastodynamics the solutions are expressed as in-
tegrals of known quantities.

INTRODUCTION

Knopoff (1956) and de Hoop (1958) have studied the
integral representation theorems for elastodynamics. More
recently, the author (Herrera, 1., 1964a) has given a direct
proof of these representation theorems for quasi-steady mo-
tions in non-homogeneous materials. These theorems are
very important in connection with problems on elastic wave
transmission not only because they reduce them to quad-
ratures when the Green’s function corresponding to the
given region and houndary conditions is known, but es-
pecially because they are very suitable to obtain approximate
solutions using classical perturbation methods (Herrera, I.,
1964 ; Herrera, I. and A. K. Mal, 1964). Even more, in the
region of convergence of the series expansion, the exact
solution can be approximated as closely as desired by means
of perturbations of sufficiently high order.
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Las ideas basicas del método son aplicables a cualquier
problema formulado en una regién (llamada region pertur-
bada) que se desvie solo ligeramente de otra regién (llama-
da la region no perturbada) para la cual (a) la correspon-
diente funcién de Green se conozca y (b) la solucién del
problema se conozca. Por “ligera desviacién” quiere decirse
arriba, no sélo que la geometria de la regién perturbada di-
fiere ligeramente de la geometria de la regién no-perturbada,
sino también que las propiedades fisicas de ambas regiones
son s6lo ligeramente diferentes.

El gran interés que este tipo de problemta tiene en Geofi-
sica (Hudson, J. A. y L. Knopoff, 1964; Knopoff, L. y J. A.
Hudson, 1964a y b; De Noyer, J., 1961; Mal, A. K., 1962a
y b; Obukov, C. G., 1963) y en algunos otros campos como
la Ingenieria, inici6 al autor en un programa de investigacion
cuya finalidad era explorar las posibilidades que los teoremas
de representacion integral de la Elastodinimica tienen cuan-
do se usan conjuntamente con métodos clasicos de perturba-
cion.

En el trabajo T de esta serie (Herrera, 1., 1964b), el mé-
todo fue formulado para problemas en que se perturba la
geometria de la regi6n. Especificamente, se formulé para
problemas en un medie espacio con estratificacién multiple
cuyas fronteras son ligeramente no-paralelas. En el trabajo
IT (Herrera, I. y A. K. Mal, 1964) el método fue discutido
en relacién con problemas en que se perturban las propieda-
des fisicas de los materiales. En dicho trabajo se menciond
que en muchos casos las funciones de Green son conocidas
cuando los materiales son homogéneos y que los métodos de
perturbacién pueden aplicarse cuando el medio dado se des-
via ligeramente de la homogeneidad. Aqui también la ligera
desviacién de la homogeneidad puede interpretarse en mas
de una forma. Por una parte, las propiedades fisicas (tensor
elastico y densidad) del medio perturbado pueden diferir en
pequefias cantidades en una gran regién, de las propiedades
fisicas del medio no-perturbado y por otro, las propiedades
elasticas del medio perturbado pueden diferir grandemente
en una pequefia regién de las propiedades elésticas del medio
no perturbado. La primera posibilidad se discutié en II.

La segunda posibilidad también se discuti6 en II, restrin-
giéndose la atencién a las ondas de Love, que es un problema
escalar, ya que la formulacién de este método de perturba-
cion es considerablemente més complicada para problemas
donde el caricter vectorial del desplazamiento es esencial. El
propésito de este trabajo es presentar el método para este
tipo mas general de problemas.

El método se presenta para problemas en que las propie-
dades elasticas del medio son perturbadas en una regién del-
gada (llamada “inhomogeneidad delgada”). Cuando se trata
de aplicar el tipo de razonamiento usado en I para el caso
de la onda de Love a un caso méis general en que el despla-
zamiento tiene tres componentes, surgen algunas dificultades
que pueden superarse por medio de una férmula que se des-
arrollard posteriormente.

El interés desde el punto de vista de la aplicacién del
presente trabajo reside en el hecho de que lentes, diques y

The basic ideas of the method are applicable to any
problem formulated in a region (called the perturbed region)
which deviates only slightly from another region (called
the unperturbed region) for which (a) the corresponding
Green’s function is known, and (b) the solution to the
problem is known. By “slight deviation,” above, is meant
not only that the geometry of the perturbed region differs
slightly from the geometry of the unperturbed region, but
also that the physical properties of both regions are only
slightly different.

The great interest that this type of problem has in Geo-
physics (Hudson, J. A. and L. Knopoff, 1964; Knopoff, L.
and J. A. Hudson, 1964a and b; De Noyer, J., 1961; Mal,
A. K, 1962a and b; Obukhov, C. G., 1963) and in some
other fields such as Engineering, initiated the author in a
program of research whose aim is to explore the possibilities
which the integral representation theorems of elastodynamics
have when they are used together with classical perturbation
methods.

In paper I of this series (Herrera, I., 1964b), the method
was formulated for problems in which the geometry of the
region is perturbed. Specifically, it was formulated for prob-
lems in a multi-layered half space with non-parallel bound-
aries. In paper II (Herrera, I. and A. K. Mal, 1964), the
method was discussed in connection with problems in which
the physical properties of the materials are perturbed. It
was mentioned in that paper that in many cases the Green’s
functions are known when the materials are homogeneous
and perturbation methods can be applied when the given
medium deviates slightly from homogeneity. Here again the
slight deviation from homogeneity may be interpreted in
more than one way. On one hand, the physical properties
(elastic tensor and density) of the perturbed medium can
differ by small amounts in a large region, from the physical
properties of the unperturbed medium. On the other hand,
the elastic properties of the perturbed medium may differ
by a large amount in a small region, from the elastic pro-
perties of the unperturbed medium. The first possibility was
discussed in II.

The second possibility was also discussed in II, but at-
tention was restricted to Love waves which is a scalar prob-
lem, because the formulation of this perturbation method
is considerably more complicated for problems where the
vectorial character of the displacement is essential. It is
the purpose of this paper to present the method for this
more general type of problems.

The method is presented for problems in which the
elastic properties of the medium are perturbed in a thin
region (called “thin inhomogeneity”). When one tries to
apply the type of reasoning used in II for the Love wave
case, to the more general case in which the displacement
has three non-vanishing components, some difficulties arise.
They have been overcome by means of a formula which is
developed in a following section.

The interest from the point of view of the applications
of the present work, lies in the fact that lenses, dykes, and
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muchas otras formaciones geolégicas pueden incluirse en el
tipo de inhomogeneidades delgadas que se tratan aqui.

Debe observarse que la aproximacién usada aqui no es
del tipo de la pantalla negra. En problemas elésticos, la pan-
talla negra corresponde a una placa infinitamente rigida y
no puede tratarse por estos métodos de perturbacién porque
la perturbacién producida por una placa rigida es diferente
de cero aunque el espesor de la placa sea cero.

La teoria desarrollada en este trabajo se presenta con re-
lacién a la dispersién de ondas elasticas, aunque con ligeras
modificaciones puede también aplicarse a problemas elasto-
dinémicos.

TEOREMAS DE REPRESENTACION

Nos ocuparemos dc las ecuaciones de la elasticidad que
para movimientos de la forma

many other geological formations may be included within
the type of thin inhomogeneities treated here.

It must be observed that the approximation used here
is not of the black screen type. In elastic problems, the
black screen corresponds to an infinitely rigid plate and it
cannot be treated by these perturbation methods because
the perturbation produced by a rigid plate is different to
zero even when the thickness of the plate is zero.

The theory developed in this paper is presented in con-
nection with the scattering of elastic waves but with slight
modifications, it can also be applied to elastodynamic
problems.

REPRESENTATION THEOREMS

modifications. it can also bhe applied to electrodynamic
which for motions of the form

u (X) eiwt
son are
on, ‘
T/\L(B—‘ = —p(u‘z u, (2,1.3)
ox,
Aqui Here
0
oy Y =By L (2.1b)
ax,l

se supone qué indices repetidos se suman y que el lensor

elastico Cim tiene las siguientes simelrjas !

ijpq = Ciipq

Las soluciones u (X) de (2.1.a) consideradas en lo que

sigue se suponen continuas y produciendo esfuerzos norma-

les continuos a través de las interfases, v. gr. (ver ¢l Apén-
dice de Anotaciones)

[w,]=0

i, ¥ (u)'l =0

Aqui, por interfase se quiere decir una superficie a través
de la cual las propiedades fisicas del medio tienen saltos
de discontinuidad, n es un vector unitario normal a la
interfase y los corchetes indican el salto de discontinuidad
de las cantidades en su interior.

Sea u la solucién de (2.1) y (2.3) en una regién limi-
tada R con frontera S. Como se ha demostrado (Herrera, 1.,
1964a) 2 para cada X en R tenemos

1 Ver por ejemplo: “On dissipation inequalities and linear
viscoelasticity” por M. E. Gurtin e I. Herrera (que aparecera
en Quart. Appl. Math, 1965).

2 La ecuacién (24) se ha demostrado (Herrera, 1., 1964a) sola-
mente para soluciones bidimensionales. Sin embargo, los argumentos
que se dan ahi pueden modificarse de una manera divecta para
demostrar que (2.4) también se aplica a problemas tridimensionales.

and summation is understood over repeated indices. The
elastic tensor C,, is assumed to have the following sym-
metries !

=C (2.2)

ijp paij

8

The solutions u (X) of (2.1.a) considered in what fol-
lows are assumed to be continuous and yield continuous
normal stresses across interfaces, i.e. (see the appendix on
notation)

(2.3.0)
(2.3.b)

Here by an interface, it is meant a surface across which
the physical properties of the medium have jump discon-
tinuities, N is a unit normal vector to the interface and
the brackets stand for the jump discontinuity of the quan.
tities inside them.

Let u, be a solution of (2.1) and (2.3) in a bounded
reeion R with boundary S. Then, it has been shown (Herrera,
l.. 1964a) 2 that for every X in R, we have

1 See for example: “On dissipation inequalities and linear visco-
clasticity” by M. E. Gurtin and I. Herrera (to appear in Quart. Appl.
Math).

2 Equation (2.4) has been shown (Herrera, 1., 1964a) for two-
dimensional solutions only. However, the arguments given there can
be modified in a straightforward manner to show that (2.4) also
holds in three dimensional problems.
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u, (x) =
S

donde la funcion de Green tensional G, (y, X) tiene la
interpretacién fisica del desplazamiento en la direccién-i en
el punto ¥ producida por una fuerza unitaria concentrada
en la direccién-k cuando se aplica en el punto X. Més pre-
cisamente, la funcién de Green tensorial G, (y. X) sc su-
pone que satisface las ecuaciones (2.1) y (2.3) como una
funcién de y ¢ i excepto en el punto X donde se aplica
una fuerza unitaria concentrada en la direccién-k.

CONDICIONES DE RADIACION

En las siguientes secciones consideramos una region
no-acotada R cuya frontera es S y una subregion acotada
R! de R con frontera S!. Ya quc el teorema de representa-
cién (2.4) solamente se ha demostrado para regiones limi-
tadas, en esta seccién introducimos algunas nociones que
nos permitirdn extenderlo a regiones no-limitadas. Dichos
resultados permitiran de paso una formulacién precisa del
problema de dispersién de una onda elastica en un medio
no-limitado por una inhomogeneidad acotada.

Supongamos que U es una solucién para (2.1) y (2.3)
en la region R-R! y que G, (x, y, t) satisface en R,
para ¥y y k fijas, para cada t =4 0,

0x.

]

junto con (2.3). Ademas supéngase que G, se desvanecc
parat < 0y que en t = O tiene en Yy una singularidad
correspondiente a un impulso unitario concentrado en la
direccién-k. Aqui debe entenderse que G, (x,§,t) pro-
duce esfuerzos normales nulos sobre S y que u produce 0
esfuerzos normales en S — R. Bajo estas condiciones defi-
nimos para cada o,

aTij_ (Gk) —

{ G (V>X) 7,y (W) —u(y) 7, (G| n;dy (2.4)

where the tensor Green's function G, (¥ . X) has the phys-
ical interpretation of the displacement in the i-direction at
the point ¥ produced by a concentrated unit force in the
k-direction when it is applied at the point X. More precisely,
the tensor Green’s function G (y, X) is assumed to satis-
[y equations (2.1} and (2.3) as a function of ¥y and i ex-
cept at the point X where a concentrated unit force in the
k-direction, is applied.

RADIATION CONDITIONS

In the following sections we consider an unbounded
region R whose boundary is S, and a bounded subregion
R! of R, with boundary S!. Since the representation theorem
(2.4) has been only shown for bounded regions, in this
section we introduce some notions which will permit us to
extend it to unbounded regions. These results will allow by
the way a precise formulation of the problem of scattering
of an elastic wave in an unbounded medium by a bounded
inhomogeneity.

Let u be a solution of (2.1) and (2.3) in the region
R-RY, and let G, (x. y, t) for fixed ¥ and, k, satisfy in
R, for every t 7 0,

0% Gyi
P—5m (3.1)
together with (2.3). Assume, even more, that G,_ vanishes
for t < 0 and that on t = 0 it has at y a singularity
corresponding to a concentrated unit impulse in the k-direc-
tion. Here, it must be understood that G, (X, y. U) yields
zero normal stresses on S and that u yields zero normal
stresses on S — R Under these conditions we define for
cvery o,

0
Gki (x.y) = S Gki (X’]y’ t) et dt (3.2)
e

puede demostrarse que con csta definicion G, (X, y) es
una funcion de Green para (2.1) en R que produce esfuer-
zos nulos en S. Se la llamara funcién de Green para “radia-
cién saliente”. Entonces puede escribirse la solucién u en
un modo finico como la superposicién de dos soluciones
u® (X) y w (x).3 La “componente regular” u® (X) esta
definida en toda la regién R, satisface a (2.1) y (2.3) y
produce cero esfuerzos normales en todo S. La “componente
de radiacion saliente” de W, por otra parte, estd dada por

u,k (X) =
S-S

3 Herrera, 1., 1964c.

It can be shown that with this definition G = (X, y) is
a Green’s function for (2.1) in R, which yields vanishing
stresses on S. It is called the Green’s function for “out-
ward radiation.” Then, the solution u can be written in a
unique manner as the superposition of two solutions u® (x)
and W’ (x).3 The “regular component” u® (x) is defined
in the whole region R, satisfies (2.1), (2.3) and yields
zero normal stresses everywhere on S. The “outward ra-
diation component” of u, on the other hand, is given by

{Gu (y.%x) 7, (W) —u, (¥)7; (G) } n,dy;XeR-R (3.3)

3 Herrera. 1., 1964c.
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DISPERSION

En esta seccién consideramos dos materiales diferentes
definidos en la regién no-limitada R. Primeramente consi-
deramos el “medio no-perturbado” cuyo tensor elastico y
densidad son C?qu y p° respectivamente y después conside-
ramos el “medio perturbado” cuyo tensor elastico y densi-
dad son C,,,q y p respectivamente. Las propiedades fisicas
C;qu’ Ci‘j’pq, p y p° estan definidas en todo R, pero se su-

pondrd que

i — o v —

— o .en R _RI
p p’inRR

ijpq ijpg and

La subregién acotada R! se llamara la “inhomogeneidad”.

Para puntos en la inhomogeneidad R! definimos

1 == —~Co

iipg iipg g

Sea u®, como antes, una solucién cn el medio no-per-
turbado que satisface a (2.1) v (2.3) en todo R v produce
cero esfuerzos normales en S.

El problema de la dispersion de la onda u® por la in-
homogeneidad R! se propone como sigue:

“Encontrar una solucién u en el medio perturbado que
satisfaga a (2.1) y (2.3) en todo R, produzca cero es-
fuerzos normales en S y cuya componente regular (como
se ha definido en la seccion previa) es u®”.

Una aproximacién de primer orden a la solucién de este
problema se obtendrd en las siguicntes secciones,

LLAS FORMLULAS BASICAS

En esta secciéon obtenemos dos férmulas en que se basa
el resto del trabajo.

Denotemos con u y v la solucién exterior e interior a
la inhomogeneidad R! respectivamente y escribamos corres-
pondientemente:

u=u"+u
v=u® + Vv

Por (5.1.a) v la definicion del problema de dispersion, w’

es la componente de radiacion saliente de u. Por ello,

uy,

v (X) = [ G

o . o}
- ki (V. X) Cijm p

1l
En virtud de (2.3) y el hecho que v y G, producen ecro
esfuerzos normales en S, podemos eseribir

v, (X) =
§1 ’ ijrg cy

1

U —u, (y) C2

[ Gki (y.x) C ——?«Yp -\

SCATTERING

In this section we consider two different materials de-
fined in the unbounded region R. Firstly, we consider “the
unperiurbed medium” whose elastic tensor and density are
CSN and p° respectively. Secondly, we consider “the per-
turbed medium” whose elastic tensor and density are C,
and p respectively. The physical properties C. Cqu, p
and p° ave defined every where in R, hut it will be assumed
that

(4.1

The bounded subregion R! will be called the “inhomogenei-
ty.” For points in the inhomogeneity R! we define

o= e (42)
Let u® be as before, a solution on the unperturbed

medium which satisfies (2.1) and (2.3) everywhere in R

and yields zero normal stresses on S.

The problem of the scattering of the wave u® by the

inhomogeneity R! is proposed as follows:

“Find a solution u in the perturbed medium which satis-
fied (2.1) and (2.3) everywhere in R, vyields zero
normal stresses on S and whose regular component (as
defined in the previous section) is u°.”

A first order approximation to the solution of this prob-
lem will be obtained in the following sections,

THE BASIC FORMULAE

In this section we obtain two formulas in which the
further work is based.

Let us denote by u and v the solution outside and in-
side the inhomogeneity R! respectively. We shall write ac-
cordingly

x:R-R (5.1.a)

(5.1.b)

i xe R

By (5.1.a) and the definition of the scattering problem, w’
i the outward radiation component of . Therefore,

aka

“ijng ay\l (5.2)

]n‘i(Iy;XstRl

By virtue of (2.3) and the fact that v and G, produce zero

normal stresses on S, we can wrile

(v ijm U\(;l\'lz |, dy:xeR-R!
a j
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Sea Let
= dv,
I = Gki (y.x) Ciqu—,\"—Ilj (]y (5.41)
N1 "‘yq
Entonces, usando el teorema de la divergencia Then, using divergence theorem
¢ ov vy, 0Gy;
] = i (G et (i e et} AE
S LG Dyj( tipa ayq) + Cine %y, oy, ]dé
R!
El primer término en esta integral puede ser transformado The first term in this integral may be transformed by
por medio de (2.1) y el segundo integrado por partes. De means of (2.1) and the second one integrating by parts. In
tal manera this manner
0Gy 0 Gy ‘ '
| = S Vp Cimq—a‘y—j—1 |08 dy— S [Vp-a—yq (Ciqu Ty]—) + pu)2 Vi (y) Gki (Y9 X) ] d y (5'5)
St R!
Sustituyendo por esta expresién en (54) y (5.3) y usan- Substitution of this expression in (5.4) and (5.3) using
do el hecho que G, satisface (2.1) y (2.3) dondequiera the fact that G, satisfies (2.1) and (2.3) everywhere
excepto en X = y y las simetrias (2.2) del tensor elastico, except at X = ¥, and the symmetries (2.2) of the elastic
resulta tensor, yields
’ o aGkD a aGkD 2 ] . } Rl
Wy (X) = g Vi C%qu o, n;dy —S [V; Y, (C;lj!,q oy, ) + plo?v; Gm] dy;x:R-R (5.6)
st R!
Aqui la definicién (4.2) fue usada. Here the deflinition (4.2) was used.

La ecuacién (5.6) es una de las férmulas que intenta- Equation (5.6) is one of the formulas we intended to
bamos obtener. Tiene la ventaja de no contener derivadas obtain. It has the advantage of not containing derivatives
de v. Aplicando el teorema de la divergencia a la primera of v. Applying divergence theorem to the first integral in
integral de (5.6), obtenemos la segunda (5.6), we obtain the second one

aV- aGk 2
’ &= ! L 2 v, . 4
o X S ay, Ty, P O] dY (57)
R!
INHOMOGENEIDADES PEQUENAS SMALL. INHOMOGENEITIES

Cuando las perturbaciones C‘iqu y p! de las propiedades When the perturbations Cilqu and p!' of the physical
fisicas son pequefias, (5.6) puede usarse para obtener una propertics are small, (5.6) may be used to obtain a first
aproximacion de primer orden del campo difractado fuera order approximation of the diffracted field outside the in-
de la inhomogeneidad. De cierto, considérese una familia homogeneity. Indeed, consider a family of materials which
de materiales que dependan del pardmetro & y tal que C} depends on the parameter ¢ and such that C1 and p' as
y p! como funciones de ¢ son O(e). Entonces, es plausible functions of ¢ are 0(e). Then, it is plausible to assume that
suponer que V' es 0(e). Cuando ese es el caso, la ecuacion Vv’ is 0(e). When this is the case, equation (5.6) may be
(5.6) puede escribirse written

oG
vy (X) = ‘) uio C?IJM ﬂy‘jp nydy
st '
a 0oy ¢ . aka - v
s S lli LP] [0} (lk] -f F ((‘ilil“l_?“y‘l )J ({y '}’ “(t‘ ) (6.].)

en virtud de (5.1.h). by virtue of (5.1.h).
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La ecuacién (6.1) ha sido obtenida con la sola suposi-
cién de que v/ es O(e). Se piensa en consecuencia que debe
ser mas exacta que algunas otras férmulas que se han usado
en algunos trabajos (Knopoff, L. v J. A. Hudson, 1946b:
Karel, F. C. y J. B. Keller, 1964) y que otra {6rmula pro-
puesta por el autor en otro trabajo (Herrera, I. y A. K. Mal.
1964) porque se obtuvieron suponiendo no sélo que V' es

0(e) sino que todas sus derivadas espaciales son Ofe).

INHOMOGENEIDADES DELGADAS

El principal propésito del presente trabajo es desarrollar
una teoria de primer orden para inhomogeneidades delgadas.

Una inhomogeneidad delgada es aquella en que C} 'y
p! no son pequefias (es decir, son independientes del para-
metro de perturbacién ¢), pero que su frontera S! (Fig. 1)
admite una representacién paramétrica de la forma

Equation (06.1) has been obtained under the only as-
sumption that v/ is 0(¢). It is thought accordingly that it
must be more accurate than some other formulas which
have been used in some works (Knopoff, .. & A. Hudson,
1964b; Karal, F. C. & J. B. Keller, 1964) and a formula
which the author proposed in a former work (Herrera, 1.
& A. K. Mal, 1964) because they were obtained assum-
ing not only that v/ is 0(e) but all its spatial derivatives
as well, are O(e).

THIN INHOMOGENEITIES

The main purpose of the present work is to develop a
first order theery for thin inhomogeneities.

A thin inhomogeneity is one for which Cim and p! are
not small (i.e., they are independent of the perturbation
parameter ¢). but instead its boundary St (Fig. 1) admits
a parametric representation of the form

%, = g (8,,8,) + =h; 5,8, & (5,.8,) (7.1.a)
x, =g (8;.8) —¢ch, s,8) e (s.5,) (7.1.b)

Aqui, la ecuacién Here, the equation
% =g 18 .5) (7.2)

representa una superficie S que se llamara el “esqueleto”
de la inhomogeneidad, e es un vector normal unitario al es-
queleto, h, y h, son dos funciones que describen la forma
de S!, ¢ es el parametro de perturbacién y s y s, son dos
parametros que marcan los puntos del esqueleto.

’-Xl

Fig. 1. Inhomogeneidad delgada.

Fig. 1. Thin inhomogeneity.

Fig. 2. Regiones donde la representacion (7.1} no es valida ro-
deadas por circulos. Sus volimenes (o dreas en problemas bi-
dimensionales) deben ser 0(g2).

represents a surface S; that will be called the “skeleton”
of the inhomogeneity, € is a unit normal vector to the
skeleton, h; and h, are two functions describing the shape
of S', e is the perturbation parameter and s, , s, are two
parameters which label the points of the skeleton.

N/

!

Iig. 2. The regions where the represenmtation (7.1) is not valid, are
encircled. Their vohunes (or areas in two-dimensional problems)
must be 0(g2).

3
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Las complicaciones que surgen cuando se tratan inho-
mogeneidades delgadas se originan, como se ha mencionada
en un trabajo previo (Herrera, I. y A. K. Mal, 1964), por
el hecho que no todas las derivadas parciales de W’ y v’ pue-
den ser simultianeamente 0(e). De hecho, si fueran O(e).
(2.3.b) implicaria

Cl

a

Up
Oxq

Ya que ni Cliqu ni son 0(e), esta ecuacién sélo puede
ser valida en casos muy especiales. Sin embargo, por razo-
nes fisicas, es plausible suponer que las derivadas espaciales
de la perturbacién v’ fuera de la inhomogeneidad son 0(s)
de cualquier manera y asi lo consideramos en lo siguiente.
En otra seccién se demuestra que asi sucede automaticamente
si existe una expansién de cierto tipo.

Concentraremos la atencién en inhomogeneidades que
son regulares en el sentido que Ciqu’ Clﬁpq, p y p! tienen
derivadas espaciales de primer orden continuas en Rl En
este caso V tiene también derivadas de primer orden conti-
nuas en R?! pues las derivadas de cualquier solucién de {2.1)
pueden ser discontinuas sdlo a través de superficies de dis-
continuidad de las propiedades fisicas de los medios elasticos.

Usando estos hechos se sigue de (5.7) y (7.1)

uy (X) = ¢ (h, + h,) (C‘

S

]

donde | d £} indican el elemento de area del esqueleto. Para
obtener (7.3) el hecho de que el volumen de R! es O(e)
también fue usado. Ello es una consecuencia del hecho que
el espesor de la inhomogeneidad es O(e).

Para obtener una aproximacién de primer orden de u
sblo falta expresar las derivadas de v en términos de las
derivadas de la solucién no-perturbada, lo que se harad en
la siguiente seccidn.

GRADIENTES DEL DESPLAZAMIENTO EN Fl.
ESQUELETO

Sean n! y n? dos vectores tangenciales a S! tales que
en unién de N constituyan un sistema ortonormal. Entonces

sobre St

aV[
= n. n

oy, PRy,

donde « tiene el rango 1 y 2 y se entiende la suma de indices
repetidos.

La continuidad de los desplazamientos en (2.3.2) a través
de S! implica que también las derivadas tangenciales son
continuas, es decir

- 8V1

k ayk lk

Jdu’y

I Tijpe Py
q

8\', aka

ijpq 8y] ayq

+

du; sobre

The complications which arise when dealing with thin
inhomogencities are originated, as has bheen mentioned in
a previous paper (Herrera, 1. & A. K. Mal, 1964), by
the fact that not all the partial derivatives of @’ and v’ can
simultancously be 0(¢). Indeed, if they were 0(¢), (2.3.b)
would imply

= 0(e)

Ny

Since neither C!  nor are 0(¢), this equation can
ijpg ’

x4
hold only in verv special cases. However, on physical
grounds, it is plausible to assume that the spatial deriva-
tives of the perturbation W’ outside the inhomogeneity are
0(e) any way, and we shall do so in what follows. In
another section it is shown that this is automatically <o,
if an expansion of certain type exists.

We shall restrict attention to inhomogeneities which are
smooth, in the sense that C,qu’ Cljqu, p and p! have con-
tinuous first oder derivatives in R'. In this case v has
continuous first and sccond order derivatives in R! because
the derivatives of any solution of (2.1) may be dis-
continuous only across surfaces ol discontinuily of the
physical properties of the elastic medium.

Using these facts it follows from (5.7) and (7.1)

-plo?u’y le) r dyg’ + 0(&%)

where | d y | stands for the element of area of the skeleton.
To obtain (7.3) the fact that the volume of R! is O(e)
has also been used. This is a consequence of the fact that
the thickness of the inhomogeneity is 0(e).

To obtain a first order approximation of W it remains
only to express the derivatives of v in terms of the deriv-
atives of the unperturbed solution. This will be done in
the following section.

DISPLACEMENT GRADIENTS AT THE
SKELETON

Let n', n? be two tangential vectors to S' such that
together with n constitute an orthonormal system. Then

ov sobre .
nf" Il: ,—I' 5 St (81)
('yk on

where @ has the range 1 and 2. and summation over repeat-
ed indices is understood.

The continuity of the displacements (2.3.a) across S,
implies that the tangential derivatives are also continuous, i.e.

(8.2)

on
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En consecuencia, por (8.1) Therefore, by (8.1)
ovi ov ou; sobre
=y =Ty 0 mE—— st (8.3)
Jyj on ) ¢y, on
con una anotacién obvia para la derivada normal sobre S'. with an obvious notation for the normal derivative on Sl
La continuidad de los esfuerzos normales (2.3.b), por otra The continuity of the normal stresses (2.3.b) on the other
parte, implican hand, imply
) ov du sobre
13 ('”p(‘ ﬁ—p- = ‘lou"l f_p_ . on
°y, ¥
Luego, Hence,
ovp -
. . cu, < du, 8.4)
n, Ciqu Mg = =1, C,ipy D = W CUN 5 (8.4)
G
por (8.3). by (8.3).

Se ha demostrado * que para la mayoria de materiales It has been shown* that for most rcal materials, the
reales, el tensor de elasticidad Cl o, € definido positivo y clasticity tensor Cliqu is positive definite and therefore strong-
por ello fuertemente eliptico, es deur dados dos vectores Iy elliptic, i.c., given any two vectors n and m
n y m cualesquiera

Cijpg sy npmy mg > 0
a menos que o M = 0. Ya que en nuestro caso n % 0. unless n or m = 0. Since in our case n 5= 0, this inequal-
esta desigualdad implica que existe una matriz inversa ity implies that there exists an inverse matrix D, such that
D,, tal que
D;\q CiJm n; Ny 2= Skp (8.5)
Sea Let
Bipg = = Dix ny C]k”)q (8.6)
Entonces, de (8.4) se sigue que Then, from (8.4) it follows
ov; cu; cu
= By =2 ;
on an + Bin oy, : (8:7)
La substitucién de (8.7) en (8.3) da ahora Substitution of (8.7) in (8.3) yields now
8V1 aui aup
= F oy Bipg ——
v 3y, + 1 Dipg o, (8.8)
La hipétesis The assumption that
ou’s
—— = 0(¢) (8.9)
7,
implica implies
ov ou’ ou’p sobre
b e 4 B 01} 3 St (8.10)
fyj gy.‘ ayq on
Lo que da el gradiente del desplazamiento en el esqueleto which gives the displacement gradients at the skeleton to the
al orden deseado de aproximacién, pues desired order of approximation, because
A ov; ,
—— (g) = —— (g +ehye) + 0(e) (8.11)
cy cy

i 3

4+ Ver nota 1, 4 Qu footnotc 1.
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La substituciéon de (8.11) v (8.10) en (7.3) da la apro-
ximacién de primer orden deseada

v (X) = ¢ S

S

0

+n; A (2

uryg

donde hemos escrito

4

La expresion de v’ dada por (8.12) tiene el inconveniente
de no ser lineal en el espesor. Sin embargo (8.12) se puede
linealizar evaluando cada uno de los términos que ocurren
en ella (incluyendo n y A)) en el esqueleto. Puede demos-
trarse que tal substitucién sélo da términos que son 0(e?).
Obsérvese que n valuada en el esqueleto se convierte en €
(excepto posiblemnt por el signo que es irrelevante) y que
evaluar A, en el esqueleto requiere evaluar Cliqu v D, eun
(8.3) en el esqueleto.

MATERIALES ISOTROPICOS

Parece pertinentc especializar las expresiones para D,
y A, para materiales isotrépicos, dada su gran importancia
desde un punto de vista practico.

Para materiales isotr6picos tenemos

{h, + h.) (C?‘

Substitution of (8.11) and (8.10) in (7.3) yields the desir-
ed first order approximation

s Gy ey
= - poo g Uy
ey Y
18.12)
;d y b Oee?
where we have written
. cuy
Dik nj (4‘ s (813)
ey
q

The expression of w’ given by (8.12) has the inconvenience
of not being linear on the thickness. However (8.12) may
be linearized evaluating of the terms occurring there (in-
cluding n and A,) at the skeleton. It may be shown that
such a substitution gives rise only to terms which are 0(e).
Observe that n evaluated at the skeleton becomes e (except
possibly by the sign which may be shown to be irrelevant)
and that evaluating A  at the skeleton requires evaluating
(02 . and D in (8.13) at the skeleton.

up

[SOTROPIC MATERIALS

It seems pertient to specialize the expressions for D,
and A, for isotropic materials, because of their great im-
portance from the practical point of view.

For isotropic materials, we have

Cppe = A8, 8, + p(8, 8, +8.8,) (9.1)

firg
donde A y u son los valores de los parimetros de Lamé
dentro de la inhomogeneidad. Segin la notacién que hemos
usado, A° y u° seran sus valores en el medio no-perturbado y

1 —

Al=A-A0 5 ul=

De (9.1) se sigue que

Cispgnyny = pdiqg + (A + p) n, n

where A, ux are the values of the Lame’s parameters in-
side the inhomogeneity. According to the notation we have
been using A°, p° will be their values in the unperturbed
medium and

‘LL—-‘lLo ; en R, (9.2)

m
From (9.1), it follows

(9.3)

q

) 4

il

=

Fig. 3. Proceso limite que per-
mite tratar a una inhomoge-
neidad delgada que cruza una
interfase como superposicién '
de dos inhomogeneidades ve-

gulares. X 3

Fig. 3. Limit process by which
a thin inhomogeneity crossing
one interface may be treated
as the superposition of two
smooth inhomogeneities.
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por calculo directo puede verse que

Dy

1
i

satisface a (8.5).
Substituyendo (9.1) y (9.4) en (8.3) y valorande en
el esqueleto, obtenemos

= -—n?% n? =+
1
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By direct computation it may be seen that

1

N2 S

iy AR N
satisfies (8.5).
Substituting (9.1) and (9.4) into (8.13) and evaluating
at the skeleton, we obtain

2/:_] : A = t‘u D ‘u] ;11', ;fu'p
Ai - Ty @F G~ o= s vl & T T""')
. A+ &) nm ) m /_V:
Al cuy 9.5
¢ e By s (9.5)
A+ 2,1 ' ’,V,, \ J
donde where
? ?
T T 8=
on «

NOTAS COMPLEMENTARIAS

Hasta ahora sc ha supuesto que la frontera de la in-
homogeneidad delgada admite la representacién (7.1) don-
dequiera. Si no es éste el caso y si el volumen (o el area en
problemas bi-dimensionales) de la regién donde la represen-
tacién (7.1) no es valida es 0(e) (Fig. 2) los resultados
obtenidos son vélidos pues la finica contribucién adicional
que surge de esta region al obtener (7.3) de (5.7) es 0(e2).

La discusién se ha limitado a inhomogeneidades regulares
(es decir, inhomogeneidades para las cuales Ciqu ; Cliqu’ Py
p' tienen derivadas de primer orden continuas). Si no es
este el caso, cuando la inhomogeneidad puede descomponerse
en un nimero finito de inhomogeneidades regulares, enton-
ces cada una de las inhomogeneidades regulares debe tratarse
separadamente y la inhomogeneidad dada puede considerar-
se como la superposicién de todas ellas. Tal procedimiento se
ilustra en la Fig. 3 para el importante caso en que la in-
homogeneidad cruza una interfase.

LA PERTURBACION DENTRO DE LA INHOMO-
GENEIDAD

Un modo mas sistematico de obtener los resultados de
las secciones anteriores cs suponer una expansion en serie
de la forma

du

E

u(X,e) =u(x.0) +¢

para U y una expansion en serie de la forma

ViX,e) =vi(g.0) + E_QX_ (g,0) + iy e (g.0) + —}-3—0
Oe ﬁxi 2

L3

' 70, P
Bl T T

'{" '1— EA}U
2

COMPLEMENTARY REMARKS

So far it has been assumed that the boundary of the
thin inhomogencity admits the representation (7.1) every-
where. If this is not the case but the volume (or the
area in two-dimensional problems) of the region where the
representation (7.1) is not valid is 0(e?) (Fig. 2), the
results obtained remain valid because the only additional
contribution which arises from this region when obtaining
(7.3) from (5.7) is 0(e?).

The discussion has been restricted to smooth inhomo-
geneities (i.e. inhomogeneities for which Ciqu -
p' have continuous first order derivatives). If this is not
the case, but the inhomogeneity can be decomposed into a
finite number of smooth inhomogeneities, then every one
of the smooth inhomogeneities must be treated separately
and the given inhomogeneity can be considered as the super-
position of all them. This procedure is illustrated in Fig. 3
for the important case in which the inhomogeneity crosses
one interface.

2

THE PERTURBATION INSIDE THE INHOMO-
GENEITY

A more systematic way of obtaining the results of
former section is to assume a series expansion of the form

1 , %*u , \
(x,0) + — ¢2 (x,0) + ... (11.1.a)
2 de”
for u, and a series expansion of the form

o*v :

— (g,0)

a2 (8,0
o*v (11.1.b)

1
—= Axy /Xy ——— (g,0) 4 ...
2 ' ! axiaxj (851
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para v. Aqui

for v. Here

" Ax; = X, — 8,

Cuando es éste el caso, las derivadas espaciales de u’ son

necesariamente 0(e).

Las ecuaciones (11) pueden usarse también para obtencr

sistematicamente perturbaciones de 6rdenes mayores.

Cuando las expansiones (11) existen la aproximacion
de primer orden para la solucién dentro de la inhomogenci-

dad estd dada por

. ‘ cV
VIiX.e) =VvIig.0) +e-—m

Usando la continuidad de los desplazamientos y los esfuerzos
normales a través de las interfases (2.3) puede demostrarse

.(|’~r AX;‘

When this is the case the spatial derivatives of U’ are neces-
sarily O(e).

Equations (11) can also be used to obtain higher order
perturbations systematically.

When the expansions (11) exist, the first order ap-
proximation for the solution inside the inhomogeneity is

aiven by

~

EY,A¢g5(), + 01e¥) 111.2)
fXx

Using the continuity of the displacements and normal stres-
ses across the interfaces (2.3), it can be shown that

que
vig.0h g, =u g 111.3.a)
ek g Bt =L O o & (11.3.h)
ox, X,
y and
6% 1oy = T oy B = B g e (11.3.c)
B B = ) = () T e LR

donde los subindices se refieren a los lados del esqueleto.
el lado 1 se supone ser cl lado al que apunta el vector e.

i . . %
—— tiene una disconti-

La ecuacién (11.3.c) implica que L
Ce

nuidad de salto a través del esqueleto, lo cual es posible
demostrar que es compatible con (7.3). Ciertamente, usando
las ecuaciones de movimiento (2.1), las condiciones de con-
tinuidad (2.3) y el teorema de divergencia, puede escribirse

la ecuacién (7.3)

¢ cu’y

eV

where the subindices 1 and 2 refer to the sides of the skelet-
on. Side 1 is assumed to he the side where the vector e
al.h
ES
discontinuity across the skeleton a fact that can be shown
to be compatible with (7.3). Indeed, using the equations
of motion (2.1), the continuity conditions (2.3) and diver-
gence theorem, equation (7.3) can be written

points to. Equation (11.3.c) implies that has a jump

Ya que (por 8.10 v 8.13)

K.
cu g

c ”
v, Cin (ay, iy,

du 1 a\'1 aGkn
~y. ‘\‘y‘,‘ Sl
) : dy, =+ 00 (11.1) (11.4)
Since

- T - ey A]

W ’r‘,y‘;

y @ es normal al esqueleto, la ecuacién (11.4) exhibe pre-
cisamente el mismo salto para u’ que (11.3.c).
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APPENDIX, NOTATION

Throughout this work boldface type symbols indicate
vectors whose components are denoted with the same letter.
Thus, u is the vector whose components are (u,, u,, u,).
The variable of integration in the integrals is indicated by
the differential under the integral sign. The character of the
integral (surface or volume integral) is indicated by a sub-
index below the integral sign. Thus,

b il y
S
significa integral de superficie sobre la superficie S res- means surface integral over the surface S, with respec to
pecto a y, y y. and
fiudy
R

significa integral de volumen sobre la region R respecto a y.

Los simbolos mas frecuentemente usados fueron:

means volume integral over the region R with respect to y.

The

svymbols most often used are:

coordenadas cartesianaz de un punto = X.y cartesian coordinates of a point.
indices cuyo rango es ARN = indices whose range is 1, 2. 3. (summation
.. ‘l' ¥ . .
1, 2, 3 (s¢ entiende la convencién de suma) ) vk convention is understood).
indice cuyo rango index whose range is 1, 2 (summation covention
i « . %
es 1. 2 (se entiende la convencién de suma) is understood ).
desplazamiento asociado con onda eldstica fuera i = displacement associated with an elastic wave out-
v dentro de la inhomogencidad. respectivamente = ’ side and inside the inhomogeneity, respectively
componente regular v componente o o' = regular component and outward radiation com-
de radiacion al exterior de u, respectivamente = ’ ponent of u, respectively.
funcién (1), 8 = Dirac’s delta function and Kronecker’s delta.
delta de Dirac y de Kronecker, respectivamente = N respectively.
tensor elastico v densidad, respectivamente == C”pq p == elastic tensor and density, respectively.
perturbaciones == ngpq’ 2 = perturbations.
cu - Cu,
e P = tensor de esfuerzo = T {u) = b B = stress tensor,
iva’ gx, i ijrq 8}(,1
una regién vy su frontera. respectivamente = R. S = a region and its boundarv. respectively.
subregion == subregion of R where the clastic properties of
de R donde las propiedades clasticas del medio R ! the medium are perturbed and boundary of R
son perturbadas y frontera de R! respectivamente == respectively.
desplazamientos == displacements produced by a concentrated unit
producidos por un impulso unitario concentradu G tx.y. 0 impulse in the k-direction acting at y on time

en la direccién-k que actia en y al tiempo t = 0.

t = 0
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funciéon de = Green's function for outward radiation, with
Green para radiacion al exterior, con singulari- G, (x,y) singularity at ¥ and concentrated force in the
dad en y, y fuerza concentrada en la direccion-k == k-direction.
esqueleto de la inhomogeneidad delgada = 8, = skeleton of the thin inhomogeneity.
puntos del esqueleto = g (s, s,) = points of the skeleton.
parametros que marcan los puntos del esqueleto = 5,5 8, = parameters labelling the points of the skeleton.
funcio- b = functions prescribing the shape of the inter-
» . 3 l‘)
nes que prescriben la forma de las interfases == Th S faces.
vector normal unitario al esqueleto = e == unit normal vector tu the skeleton.
vector normal unitario a S, y 8! = n = unit normal vector to S, and S!.
vectores tangenciales unitarios al esqueleto == n!, n? = unit tangential vectors to the skeleton.
constantes de Lame = A, = Lame’s constants.
discontinuidades de salto a través de cualquier [' ] = jump discontinuity across any interface of the
interfase de la funcién dentro de los corchetes = function inside the brackets.
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