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ABSTRACT 

The properties of the spectral function of turbulence, taking into 
account the hypothe:"is of ba"' of Kolrnogoroff\ Tlwory, are de,-crih~d 
and with the quantum hypothe, i,-, a gPnt>ral PXJ>rt>"ion for tht• 
spectral function i" obtained. 

A) FuNci6N £sPECTRAL DE LA TuRBULENCIA 

Consideramos Ia estructura de Ia turhulencia como Ia su­
perposici6n de diferentes "escalas de Ia turbulencia" de or­
den de magnitud variable, desde Ia escala macrosc6pica 

. usual hasta Ia agitaci6n molecular propiamente dicha. 
Hacemos uso de Ia noci6n del espectro de Ia turbulencia 

de Heisenberg (in Agostini y Bass, 19 ) . 

Sean: 

SPECTRE QUANTU)UE DE LA TURBULENCE 
/SOT ROPE 

F. CocHo GtL * 

ABSTHACT 

The properties of the spectral function of turbulence, taking into 
account the hypothe,is of base of Kolmogoroff's Theory, are descr ibed 
and with the quantum hypothesi>', a general expre-"ion for the 
spectral fune t ion is obtained. 

A) FoNCTION SPECTRALE nE LA TuRBULE'i'CE 

On con~iclere Ia structure de Ia turbulence comme Ia 
superposition de diffNcntes "echelles" de Ia turbulence, 
d'ordre de grandeur Yariable, des l'echelle macroscopique 
usuelle au phenomene meme d'agitation moleculaire . 

Nous faisons usage de Ia notion de spectre cle Ia tur­
bulence de Heisenberg (in Agostini et Bass, 19 ) . 

Soienl: 

componente segun a ( tr = ] : 2; ~) de Ia Yelocidad fluctuante 
composante selon a (a = I; 2; .) ) de Ia vitesse fluctuante 

u t 
X 

coordenadas de un pun to fi jo; tiempo 
coordonnees d'un point fixe; temps 

Considerando a Ia turbulencia homogenea y no cstacionaria, 
Ia velocidad fluctuante puede definirse: 

Si !'on considere Ia turbulence homogene et non stationnaire, 
on peut definir Ia vitesse fluctuante : 

donde: 

X (p = 1; 2; 3) 
p 

A.P(p=l;2;3) 

h, (A.; t) 

U, (x; t) 

:l 

i ~ '/..p 

r=t 

ou: 

X p 

Jh,, (A.; t) 

coordenadas de un punto fijo en el espacio 
coordonnef's d'un point fixe dans l'espace 

un vector o "numero de onda" que describe un espacio 

un vecteur ou "nomhrf' d'onde" qui decrit un f'Spacc 

funcion aleatoria de crf'cimicntos ortogonales, tal que: 
fonc.tion aleatoire a acroissemf'nts orthogonaux, tel que: 

(A.1) 

A.· 
' 
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Si Si 

,\ =f= A' 
dos puntos diferentes en A), Ia med ia estoca:;tiea de los incrementos : 

deux points differents en A), Ia moyenne stochastique des accroissements: 

d h;, (A; t) d h
1
i (,\'; tl - 0 

(A.:2a I 

de don de a; f3 ortogonales y d h;, una conjugada compit·ja 

Si 

•l'ou a; f3 o rthogonaux et d h~, une conj uguee complew . 

..,. 

.:J J 

A = A' 
t•l mismo punto I' ll .\): 

le meme point t'll ,\) : IA .2bl 
d ~(A : t ) d h fl I A ; t) = 'f' ,,

13 
( ,\ ; t ) d -A 

donde 'f' (A; t ) es una " densidad espectral" (el e~pPctro 

considerado continuo). 

El niimero de onda (A ) , in ve rso de una longitud t·~ 
p 

equivalente en el espaci{J a Ia frecut'ncia, a su H'z inversa 

de un tiempo: P~, pues, un \·ector. 

Como caracteristica de Ia turhulencia st• considera en In~ 

tensores de co rrelacion: 

R.,fJ (~) siendo, a un instante dado, Ia expresio n del 
tt'nsor de correlacion 

R.,fJ (~P; t ) donde p 

se tendra: 

1; 2; 3. De (A.l) v I A.2) 

ou If (A; t) t·st une "densite spectrale'' (le spectre etant 
conside re continue). 

Le nombre d 'ondc (A ) , inverse d'une lonaueur, est 
/1 ~ 

l'equi,·alent dan s l'espace de Ia frequence, inverse d'un 

tPmps: c' est un vecteur. 

Commt· caracteristique de Ia turbulence on considere 
lt·s ten se u rs de correlation : 

(A .3) 

R,# \$) etant, a un instant donne, !'expression du ten­

seur de correlation 

Rail ($P ; ! ) OU p l; 2; 3. D'apres (A.l) et (A.2 ) 
on aura: 

R,,iJ W = ~ e 
I. , . \ p 

/J :--:: 1 'f'/ln( A)d,\ (A.41 
A 

R~il es, put's, Ia transformada de Fourie r de un tt'nso r 

espectral 'f'nfl (A) que se somete a las condic iones: 

I ) 'P,p posec Ia simctria he rmitian a: 

II) CualquiPra que ~ca el numero complejo X., : 

3 

R~il c'est done Ia transformee de Fourier d'un tenseur 

spectral 'fall (A) soumis a ux conditions : 

I) 'f',# (A) a Ia symetrie hermiti enn e : 

II) Qudque soit le nombre complcxe X ,, : 

~X.,X~a .. fl 
a; N ~ 1 

c,; rt'al y positinl. 

I'~ I reel ct po;;:itif: 

Todo sistema If afl satisfaciendo I y II snve de tensor 

espectral. Si Ia turbulcncia es isotropica, pueden ddinirse 

dos funciones A(K) y B(K): 

Tout systeme 'P"p satisfaisant I ct II peut sernr comme 

tenseur spectral. La turbulence etant isotropique, on peut 

definir deux fon ctions A(K) et B(K): 

'f',
13 

(A) = A (K) A,, A# + B ( K ) o,.fi IA.:il 

con notacion de calculo tensorial donde K2 == "-i + A~ + A; 

Siendo el fluido incompresible, Ia ecuacion de continui­
dad se cambia a: 

3 

~ 
n= l 

au 
" 

ax 
" 

an'c Ia notation du calcul tensorielou K2 = ,\i + ,\; + A; 

Le fluide etant incomprrssible, !'eq uation de continuite 
tJp,·ient: 

·- · 0 ( A.G) 
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tal que, para f1 fijo, se tiene: de fa<;on que, pour f1 fixe, on a: 

~ ,\ (,\) = 0 
" 'P,fl 

(A.7) 

teniendo en cuenta (A.S) y (A.7) y definiendo: 

A 

Ee ticne: 

'P,.fl 

n·=l 

::c__ 

F(K) 

lr.K~ 

F(K) 

lr.K~ 

F(K) siendo, como caracteristica oe Ia cstructura de Ia tur­
bulencia, Ia "funcion espectral de Heisenberg". 

La interpretacion de F(K) es simple: 

( 

Si on tient compte de (A.5) et (A.7) et on ddine: 

B ~- + F(K) 
lr.K~ 

[)fl a: 

\/,j ) 
on/! 

~ 

K~ 

(A.8) 

F ( 1..: l ctant. comme caracteristique de Ia structure de Ia 
Lurhult·nn·, Ia "fonction spectrale d'Heisenberg". 

L'interpretation de F (K) est simple: 

l "' --:;; energia de agitacion turbulenta por unidad de ma~a 
E, = - .... u - d' I I . - d = ~ ~ Rnn(O) = 

2 " energJC agitation tur HI ente par umte e mas~e 

= ~ J ~ 1'aa(,\) dA 

A 

que expresada (en el rspacio A) en coordenada,- p!lla n·~: 

La significaci6n fisiC'a serii pues: 

I) La integral de F (K) para 0 < K < co represent a 
Ia energia de agitacion turbulenta. 

II) K. inwrso de una longitud. es represrntati,-o de las 
diferentes escalas de Ia turbuleneia; 

Si K ~ oo: fen6menos de agitacion molecular 

Si K ~ 0 : fenomenos macroscopicos: grandes es· 
calas de Ia turhulencia. 

Se tendrii en cuenta: 

1.-Que se han hecho tres hip6tesis: 
incompresibilidad del fluido, 
homogeneidad e isotropia de Ia turhulencia 

2.-Que F (K) es susceptible de representar todas las es­
calas de Ia turbulencia. 

3.-Que Ia ohtencion de F (K) y E, no amcrita mas 
que consideraciones cinemiiticas: no es mTesano 
acrptar, a priori, Ia validez de Ia rcuacion dt· Navier. 

B) HIPOTESIS DE KoLMOGOROFF Y RESULTADos ExPERI­
MENTALES. 

Consideramos viilidas las hipotesis de Kolmogoroff 
(1941): 

'~7r J F(i~dA 
A 

qui Pxprimee (dans l'espace .\) en coordonnees polaires: 

IA.9) 

La signification physique devient done: 

J) L'integrale dr F(K) pour 0 < K < oo rrpresentc 
l'energie d'agitation turhulante. 

II) K. !'inverse d'une longrur, rcpresente les differentes 
echelles de Ia turhulencr: 

Si K ~ oo: phenomenes d'agitation moleculairc 

Si K ~ 0 : phenomenes macroscopiques: gran des 
echellcs de Ia tnrhulcnce. 

On dena teni r compte qlll': 

L-On fait trois hypotheses; 
incompressihilite du fluidc. 
homogcnite et isotropie de Ia turlndt•nn· 

2.-F IK) est susceptihll' dt' representer toui<'S Jt.~ echel­
lcs de Ia tnrhnlenct·. 

:1.-Pour obtenir F(K) et E, on n'a pas bcsoin que de 
considerations cinematiqurs: on n"a pas besoin. a 
priori. d'accPptPr Ia validite fk !"equation de l\avier. 

Bl HYPOTH~~sEs DE KoL'\IOGOROFF ET Hf:suLTATS ExPf:m­
\IEYL\l·x. 

:\ou:- considerons valab!Ps ks hypothesrs de Kolmogoroff 
( }9clJ); 
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Sean: Soicnt: 

escala de Ia turbulencia (eddy) de orden de magnitud 1 (una longitud) 
echelle de Ia turbulence (eddy) d'ordrc de grandeur 1 ( une longut>ur) 

c E G 
I' p 

grupo de "eddies" de orden de magnitud l 
groupe d' "eddies" d'ordre de 1-!randcur l 

cnergia de agitacion turhulenta dt>l grupo considerado 
energie d'agitation turbulente du groupe considere 

E ;E 
r p 

energia recibida (o perdida) por G 
energie Vei_<Ue ( ou perdue) par G 

Se considera el equilibria de G 
1 

Si on considere l'equilibre de G
1 

E, ; E > > (~~~;) ,...:_, 0 
,, ?t G, (B.1) 

( t: tiempo) Ia energia de agitaci6n turbulenta de un grupo 
no varia. Por otra parte, Ia transferencia de energia de unos 
grupos a otros se efectua en condiciones de equilibria abso­
luto: Ia cantidad o Ia distribuci6n de energia de las gran des 
escalas de Ia turbulencia no tendrii influencia sobre los res­
tantes: Ia anisotropia del fenomeno macroscopico no influi rii 
sobre Ia estmctura interna de Ia turbulencia. Las hip6tesis 
de homogeneidad e isotropia de Ia turbulencia son pues com­
patibles con Ia teoria de Kolmogorof£, por tanto compatibles 
con Ia noci6n de funci6n espectral F(K) que vamos a em­
plear como criteria basico de constataci6n experimental. En 
efecto, Ia funci6n F(K) puede ser ohtenida indirectamenlt' 
por determinacion Pxpt·rimental de los coeficicntes de corrc­
laci6n de Ia vt·loeidad fluctuant! '. 

Experimentalmentc tres casos limites son significativos 
en cuanto l\ Ia turhulencia (Duma!', J., 1962): 

1.-Turbulencia provocada por rejillas: hip6tesis de iso­
tropia son validas a todo valor de K (a toda escala) 

2.- Capa limite turbulenta: hip6tesis de isotropia son va­
lidas solam!'nte para grandes valores de K (peque­
ii.as escalas) 

3.-Turbulencia inducida a tuneles de viento de alta ve­
locidad: hip6tesis de isotropia son solamente validas 
para valorcs mcdios y grandt>s de K (medias y pc­
queii.as escala!'). 

Esto es, cualquiera que sea d caso, las hipotesis de Kol­
mogoroff sen\n n\lidas para las pequeii.as escala~ de Ia tur­
bulencia. Por otra parte, en fenomenos tales como Ia turhu­
lencia atmosferica, asimilable a una superposicion de escalas 
de diferente orden de magnitud, no tiene gran sentido hahlar 
de las grandes escalas de Ia turbulencia {generatrices de Ia 
turbulencia) dado que en las aplicaciones practicas es pre­
ciso limitar e1 fen6meno a regiones geograficas de dimen­
siones limitadaa. 

(t: temps) l'energie d'agitation turbulente d'un groupe ne 
varie point. D'autre part, Ia transference d'energie d'un 
groupe aux autres se produit en conditions d'equilibre abso­
lu: Ia quantite ou Ia distribution d'energie des gran des 
echelles de la turbulence n'a pas d'influence sur les aut res; 
)'anisotropic due au phenomene macroscopique n'aura pas 
d'influence sur Ia structure interne de Ia turbulence. Les hy­
potheSt's d'homogenite et isotropic de Ia turbulence sont done 
compatibles avec la theorie de Kolmogoroff, autant que com­
patibles avec Ia notion de fonction spectrale F {K) que nous 
allons employer comme critere basique de constatation expe­
rimentale. En effet, Ia fonction F (K) peut s'obtenir indi­
rectemcnt par determination experimentale des coefficients 
de correlation de Ia vitesse fluctuante. 

Du point de vue de !'experience trois cas limites sont 
significatifs a l'egard de Ia turbulence (Dumas, J., 1962): 

!.-Turbulence provoquee par grilles: hypotheses d'isotro­
pic· sont valahles a toute valeur de K (a toutes eehelles) 

2.-Couche limite turbulente : hypotheSt's d'isotropie nc 
sont valables que pour les grandes valeurs de K 
(petites echelles) 

3.-Turbulence induite en souffleries d'haute vitesse: hy­
potheSt's d'isotropie sont valables pour les valeurs 
moyennes et grandes de K {moyennes et petites 
echellf's) 

C'est-a-dire, quelque soit le cas, les hypotheses de Kol­
mogoroff seront valahles pour les petites echelles de Ia turbu­
lence. D'autre part, pour les phenomenes tels que Ia turbu­
lence atmospherique, qu'on peut assimiler a une superposi­
tion d'echelles de differente ordre de grandeur, on n'a pas 
de sens de parler des grandes echelles de Ia turbulence 
( generatrices de Ia turbulence) toutefois que les applica­
tions a Ia practique doivent etre limitees a regions geogra­
phiques de dimensions limitees. 
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Por otra parte, s1 definimos: D'autre part, soient: 

vclocidad fluctuant!' 
Yitcssc fluctuant(' 

orden de magnitud (una longitud 
ordre de grandeur (une longueur) 

v 
viscosidad cinematica del fluido 
viscosite cinematique du fluidc 

(B.1) 
(B.1) 

VA • ,\ 
( 

Fu crzas de inercin ) 

numcro de Reynolds: 
Fu eri.H~ f!,~ Yi,'jnJ.~ Jdnd 

1' 
(

Fo rce. d';nerc;c ) 

nombre de Reynolds: 
Fnrrrs (],, ,-i .. f' o:- iti· 

para las gran des escalas: pour les grand!'s echelles: 

R\ >> 0: F • 
lnercia 
lnertie 

F Viscosidad 0 (K O) >> . . " ,...._, ' -) 
V lSCOSJte 

(B.2) 

para las pequefias escalas: 

R\ ,...._, t : F • 
lnercia 
lnertie 

esto es, todo fen6meno de disipaci6n cnergetica ( debido a 
Ia viscosidad), de primordial aplicaci6n priictica, depende 
de las pequefias escalas de Ia turbulencia. 

Consideraremos entonces como validas las hip6tesis de 
Kolmogoroff, utilizando como resultado experimental carac­
teristico el que hace referencia a! caso de una rejilla. en que 
las hip6tesis de homogcneidad e isotropia son validos a todo 
valor de K y compatibles con Ia experiencia. 

Si asimilamos cada escala de Ia turbulencia a un grado 
de libertad del flujo turbulento, las hip6tesis de Kolmogoroff 
(y Obukhov) (19 ) permiten, por consideraciones de ana­
lisis dimensional, definir: 

siendo ,\ nuestra longitud de dimension caracteristica d!' Ia 
escala considerada y Nv el niimero de escalas por unidad de 
volumen (de acuerdo a Kolmogoroff, en estado de equilibrio). 

C) EsPECTRo QuANTico 

Hacemos uso de las hip6tesis de Kolmogoroff: equilibrio 
e independencia de las diferentes escalas de Ia turbulencia. 

Consideramos: 

£m (m = 0; l; 2 ... ) Ia distribuci6n, discreta de los valores 
propios de Ia energia (de agitaci6n turbulenta) que cada 
escala puede adoptar en situaei6n de equilibrio. 

Si n es el numero de escalas con valor de € : 
m m 

N 

u 

par II 'S petit I'S edl('lles: 

Viscosidad F . (K -) oo) (B.3) 
Vi~cosite 

c'est-a-dire, tout phenomene de dissipation encrgetiquc ( dii 
a la viscosite)' de primordiale application pratique, depend 
des petites echelles de Ia turbulence. 

On considere alors comme valables les hypotheses de 
Kolmogoroff en employant comme resultat experimental ca­
racteristique celui qui fait reference au cas d'une grille ou 
les hypotheS('S d'homogenite et isotropic SOnt valables a tout 
valeur de K aussi bien que compatibles avec !'experience. 

Si on assimile chaque echellc de la turbulence avec un 
degree de liberte de l'ecoulement turbulent, les hypotheses 
de Kolmogoroff ( et Obukhov) ( 19 ) vont permettre, par 
considerations de !'analyse dimensionnelle, definir; 

ou ,\ P~t notre longueur ou dimension caracteristique de 
l'echeiie consideree et N,. etant le nombre d'echelles par unite 
de volume ( d'accord a Kolmogoroff Pn ctat d'equilibre). 

C) SPECTRE QUANTIQl ' E 

Nous allons faire usage des hypotheses de Kolmogoroff; 
equilibre et independence des differentes echellPs de Ia tur· 
hu!Pnce. 

l\ ous considerons: 

E'" (m = 0; 1; 2 ... ) Ia distribution discrete des valeurs 
propes de l'energic ( d'agitation turbulcn te) que chaque 
echelle pcut admettre en etat d'equilibre. 

Si n e'est !P nombrP d'echelles avec Ia valeur e 
m 

~ 11 (C.l) 
"' 

~ II E 
m m 

(C.2) 
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donde: ou: 

numero de escalas (en un \Olumen V). en r~tado de equilihrio 

nomine d'echelles ( oans un ,-olume Vl . en rtat d'cquilihn~ 

v energia total (en V) de agitacion turbulcnta, en estado de equilibrio 

energie totale (en V) d'agitation turbulentr, en ctat d'cquilihrc 

Consideramos, pues, Ia estratificacion en nivrles dctN· 

minados de Ia enngia de agitacion turhuleula corrr~pon· 

dicnte a cada cscala. 

Sea el volumen V, dividido r u m compartimrnlos. Cada 
Nm subsistemas ( o e~calas) de V, corrcspondenin a 1111 ,-alor 

de m tal que para un valor m se considera que hay gm ni n'­

les con energia media em (Consideremos a los subsistemas 
indescriptibles; para distinguir la diferente contrihucion de 
cada subsistema a Ia energia total de agitacion turhulenta 
suponemos gm<N

111
: las escalas no tendrim tales valorrs 

identicos). 

El numero de combinaciones posibles es: 

Se consideran todas las combinaciones igualmente po~i­
bles. De (C.l), (C.2) y (C.3), teniendo en cuenta el leon·· 

rna de Stirling, podemos dcfinir una distrihucion de Boltz­
mann: 

On eonsidcrc done l'enrrg i1· ct'a;!ilation turhulenle di s· 
tribuce par niveaux, dwqur nin'aux corrr><pondant a unc 
cclwlle determiner. 

Snit lr volunw V, divi sc I'll m compartimenls. Chaquc l\'
11

, 

:<u h;;ysleme ( 0\\ cchclle) Cll V dena correspondre U \Ill (' 

1·aleur m tel que pour unc valeur m on con><idere qu'il y a 

i!,\1 n.iwaux awe une cnergir moyennc Em ( ConsiderOll:' 
Irs suhsystemes etant non idcntifiables: pour fainc. remarquer 
Ia diffcrente contribution de chaque subsysteme a l'energie 
totale d'agitation turbuknte on considere gm ~l\''": les echel­
les n'auront pas des valeurs identiques.) 

I ,c nomine de comhin ai~on~ po;;sibk,. seronl: 

( C.:i) 

On considCre toutf's combinaisons egalement possibles 
D'aprcs (C.l), (C.2) et (C.3) et en tenant compte du theore­
mc dr Stirling, nons pouvons definir une distribution de 
Boltzmann: 

!\ = A . g . e/3'"' 
"' m 

(C.4) 

A; f3 siendo constantes a determinar. 

En el caso particular de Ia turbulencia isotrop1ca, con­
siderando que Nm escalas (del mismo orden de magnitud) 
adoptan exactamente el valor e , hacemos g = l. De 

m m 

acuerdo con Ia teoria cuantica adoptaremos em = mht·. 
No siendo h Ia constante de Planck y v Ia frecuencia natural 
del subsistema en cuestion. 

( C.4) cambia a 

Teniendo en cuenta (C.l) y (C.21 pndriamos exprc~ar 

A; (3 etant des constants a determiner. 

Dans le cas particulier de Ia turbulence isotropique, si 
on considere que NIH echelles (du meme ordre de grandeur) 
peuvent adopter cxacternent Ia valeur Fm nous allons faire 
gm = l. D'accord avec Ia theorie quantique on considerc 
que F

111 
= mhv. N'etant Ia constant de Planck et v Ia fre­

quence naturelle du suhsysteme considere. 

(Cl) rlevient 

( C.51 

Tenan t compte de (C.l) l'l (C.2) on peut definir; 

~ [~~· e/3"'~ J 
l - e/3"'' 

(C.6) 

(analoga a Ia expresi6n de Ia radiacion electromagnetica en 
equilibrio termico). 

Ahora bien, de (8.4) se sahe que N" (numero de escalas 

por unidad de volumen) ,.__, l / >.?. Si consideramos que para 
grandes valores de m el caracte r discrcto de Ia distribucion 
de energia deja de tener importan cia, podriamos aproxima· 

damente considerar que elnumero de escalas N,,, comprendi­

das en el rango v a v + dv , esta dado por N v 

Recordando lo dicho en el ineiso A, Ia energia total de 

agitacion turbulcnta se exprcsa J
0

00 

F(K) d K, K con las 

(analogue a !'expression pour Ja radiation eJectromagnetiqtH' 

en equilihre thermique) . 

D 'autre part, de (B.·J) on sait que N"' (nombre d'eehel­
les par unite volume) ,.__, 1 / A. a . Si on considere que pour 

des g randes valcurs de m le ca ractere discrete de Ia distri­

bution d'energie laissc d'a,·oir importance, on peut a peu pres 
considerer que le nombrr d'echelles N . comprises dans le 

rang v et v + dv. devient N,, 

Si on rapelle le paragraphr A. l'energie totale d'agitation 

J:r. 
turhuknte "exprimc " F ( 1\: '1 d 1\: . K antnt lc:- dimen-



r 
GEOFISICA INTERNACIONAL 29 

dimensiones de una frequencia (inversa de una longitud) ; 
podemos aoimilar Ia frecuencia v a Ia K del espacio A: 

( D; constante). 

Entonces: 

E 
T 

U = )~ (DK) K
4 

energia total de agitacion turbulenta 

cnergie totale d'agitalion turbulente 

Esto es, Ia funcion espectral, nilida a todo valor de K, re­
sulta: 

sions d'une frequence (im·crse d'une longueur): on pourra 
assimiler Ia frequence v a Ia frequence K del espacio A: 

[ 
ef:lloK J~ 
-- dK 

1-ef:lhK 

(D; constant). 

Alors ; 

)~ F~K) J K = (Dh) 

(C.7) 

(C.8) 

~
X [ ef:lhK J K 4 

-- dK 
1-e.BhK 

0 

C'est-a-din·. Ia fonction spectrale, valable a toute yaJeur K, 
de,·ienl: 

F (K) (Dh) K• [ e#hK J 
1-f'#hK 

(C.9) 

Analizando el desarrollo de [ J Etudions !'expansion de [ J : 

1 
[ ] e-#hK - 1 

(x -l)-1 = (1- y)-I don de 
ou 

y = 2- e-#hK 

que para Ia condicion de convergencia h = -1 c•s y~ < l , 
esto es: 

dont Ia condition de convergence pour h 
c' t'st-a-dire: 

-1 c'cst y2 < 1, 

( 4 - 2 e-#hK + e ~f:lhK) < 1 

Sea 4 - 25 + S" tdunde S = e #hK) = 0 tlr• conn·rgencia 
S adopta valores S = e f1hK = 1. Por ulra parte, 11(.;3 inle H·~a 

analizar Ia expansion de Ia serie en Ia cercania de K ~ 0: 

Soit 4 - 25 + S2 (oil S = c-.BLK) = 0 de convergence S 
aura les Yaleurs S = e-.BioK = I. D'autre part, nous avons 
interet dans !'expansion au voisinage de K ~ 0 : 

para 
pour K ~ 0 : lim S = lim ( e-/3hK) = eO = l 

Ia condici6n de comergencia se cumple. Ia condition de convergence est remplie. 

Podremos entonces aproximar ( C.9) On peut done considerer ( C.9) 

F(K) ~ (Dh) K4 (K ~ 0) (C.lO) 

valor limite al que tendera Ia funci6n espectral cn el caso 
K ~ 0; grandes escalas de turbulencia. 

Cabe seiialar que Ia teo ria de Loi'tsiansky (que acepta Ia 

validez de Ia ecuaci6n de Navier), valida en exclusiva para 
las grandes escalas de Ia turbulencia (donde, en principia, 
no deberian tener aplicacion, hip6tesis de homogeneidad e 
isotropia) (Landau y Lifschitz, 19 ), determina una cxprc­
si6n totalmente anidoga a ( C.lO) : 

valeur limite a laquelle va tcndre Ia fonction spectrale dans 
le cas K ~ 0: gran des echellcs de Ia turbulence. 

II faut n•marquer de Ia theorie de Loltsiansky (sur Ia 
base de Ia validite de !'equation de Navier), valable dans 

le domaine des gra.ndes ecl~elles de Ia turbulence (oil, en 

principe, hypotheses d'homogenite et isotropic nc sont pas 
applicables) Landau et Lifschitz, 19 ), determine un ex­
pression toute a fait analogue a (C.IO): 

F(Kj Loi'tsiansky ~ CK4 (K ~ 0) (C.ll) 

C siendo Ia invariante de Lu"itsiansky, dt'lerminahle a partir 
de los coeficientes espaciales, dobles, de correlacion de Ia 
velocidad fluctuante . La expresi6n general ohtenida hajo 
consideraciones quanticas, es pues compatible incluso en las 
teorias parciales sohre el comportamiento de las grandes t'><­

calas turhulentas. 

C etant !'invariable de Lo"itswnsky, determinable a partir des 
coefficients spatiales, doubles, de correlation de Ia vitesse 
fluctuante. L'expression generale obtenue a !'aide des con­
"iderations quantiques ,c'est done compatible meme avec les 
theories partielles sur le comportement des grandes echelles 
de Ia tnrhulenc('. 
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Para los grandes valores de K (K ~ oo), si f3 < 0, ~t· 

puede obtener 
Pour les grandes valeurs de K (K ~ oo), si f3 < 0, 

on sait obtenir: 

F(K) ~ (l)h) K4 j elfl ihK (K ~ oo) (C.12) 

A medida que K aumentase podriamos obtener las lcyt·s 

de variacion de K-5; :: y K--7, de acuerdo a las teorias parcia­
les de Kolmogoroff y Heisenberg. 

La expresi6n general para Ia fun cion espectral scnl: 

F (K) = CK4 

(Cil < 0) donde f3 es una constantc a determinar. 

Unas palab ras finales sobre ei proceso gmeral de Ia tran­
sicion: 

Au fure et a mesure que K augmente on peut obtenir des 
lois de variation de K--5/ 3 et K-7, d'accord avec les theories 
partielles de Kolmogoroff et Heisenberg. 

L' expression generale por Ia fonction spectrale sera: 

[ 
eflhK J 

1-ellhK 
(C.13 ) 

(Cil < 0) ou (3 etant une constante a determiner. 

Des remarques fin ales a l'egard du processus general de 
Ia transition: 

Flnjo laminar ~ Fenomeno de transicion ~ Flujo turbulento 
( n\1mero de Reynolds ~ oo) ( estado de equilibrio) 

Ecoulement laminaire ~ Phenomenc de transiti on ~ Ecoulement turbulent 
(nombre de Reynolds ~ oo) (etat d'equilibre) 

La obtencion de una expresion analoga a (C.13) , que 
evolucione a medida que el fenomeno de transicion se des­
arrolla, implicara Ia violacion de Ia condicion (C.2): 

EI fenomcno de transicion debera tomar en cuenta en 
(C.2) un termino de energia de interacci6n entre las dife­
rentes esealas, tal que: a) tendiendo a! fluj o turhulento el 
termino de intcraccion ~ea nulo akanzandose rl estado de 
equilibrio; b) lendiendo a! flujo laminar el con junto de 
escalas o subsistemas trabaje como nn sistema acoplado en 
donde solo Ia cscala macroscopica usual tenga sentido. 

BIRUOCRAFIA 

L' obtention d'une expression analogue a ( C.13), qu' on 
evoluc au fur et a messure du developpement de Ia transition, 
implique Ia Yiolation de Ia condition (C.2) : 

Le phenomene de transition devra tenir compte en (C.2) 
d'un terme d' energie d'interaction des differantes echelles, 
de facon que: a) si on tend vers l'ecoulement turbulent le 
terme d'interaction sera nul pour cet etat d'equilibre; b) si 
on tend vers l'econlement laminai re !'ensemble d'echelles ou 
subsystemes devra se comporter comme un systeme accouple 
dont seul l'echelle macroscopique ussuelle a de sens. 
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