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PALPITACJONES PROP/AS DE UNA CUENCA 
EN OCHO * 

Goaoo N W. GRovEs ** 

RESUMEN 

Sc investigan Ins palpitaciones bnrotr6picas de onda largn en una 
cuenca de profundic.lad constante, cuyos limites son curvas de un 
sistema de coordenadas cliptico·hiperb61icns. Las palpitacioncs grnvi· 
tncionnles y planetnrias son cvaluadas por un procedimiento numcrico 
itemt ivo. Sc cztahlccio IJIIC l~s frccuencias de las palpilaciones gravi· 
tncion3lcs dccrcccn cou Ia dis1niuuci6n c.lcl nncho de Ia cintnrn de 
Ia cuenca, segun In tcoria del resonador de Helmholz y que las co· 
rrientes mas {uertes sc cncuentrnn en Ia cintura de Ia cuenca. Para 
las palpitaciones planetarias las f recuencias generalmente numentan 
segtin Ia d isminucion del uncho de Ia cintu ra, pero no en forma tan 
marcadn y las corrientcs asociadas con elias tienen velocidades mini · 
mas en Ia cintura de Ia cuenca. 

INTRODUCCION 

Se sabe que una cuenca que consiste en dos partes anchas 
conectadas a traves de una cintura o estrecho angosto tiene 
modos de palpi taci6n cuyas f recuencias son considerable­
mente mas bajas que las de una cuenca sin tal cintura. 
Neumann (1944a, l 941·b) demostr6 q ue estas palpitaciones 
son analogas a las del resonador del Hclmholz y sugi ri6 un 
metodo de impedancia para su analisis. En el resonador de 
Helmholz un orificio pequcfio separa dos volumenes grandes 
de aire, como en un inslrumento, de viento en madera. El 
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SEICHES IN A BUTTERFLY-SHAPED BASIN* 

GoRDON w. GROVES • • 

ABSTRACT 

Long barotropic seiches are investigated in a basin of constant 
depth bounded by curves of an eliptical-hyperbolic coordinate system. 
Both p lnnetnry and gravitational seiches are evalunted numerically 
by an iteration procedure. It is found that the frequencies of the 
gravitational seiches decrease with decreasing width of the narrow 
waist of tlte basin, in acordance with tlte theory of the Helmholz 
resonator, and t'he strongest cur rents are found in the waist of the 
basin. For planetary seiches, tlte frequencies generally increase with 
decreasing width of the waist, tho not dramatically, and the associa· 
ted currents are weakest in the narrow waist. 

INTRODUCTION 

It is known tha t in the case of gravity seiches a basin 
with a narrow waist or constriction has modes of oscillation 
of much lower frequency than would occur in there were no 
constriction. Neumann ( l 944a, l944b) showed tha t these 
oscilla tions are analogous to those of the Helmholz reso­
nator , and suggested an impedance method of anolysing 
them. In the Helmholz resonator a small orifice separates 
la rger bodies of ai r, as in woodwind instrument. The only 
inertial effects occur in the immedia te vicinity of the orifice 
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unico efccto de inercia ocurre cerca del orificio, pues !as 
velocidades y aceleraciones en el resto de Ia region son dcs­
preciablcs. Este llecho permite un metoda de aproximaeion 
para calcular Ins frecuencias de tales resonadores. 

El intcres en cuencas conectndns a tra\'!!s de estrcchos 
angostos surge de Ia gcometria conocida de los occanos. 
Neumann (comunicaci6n personal) estima que el modo gra. 
vitacional miis bajos de frecuencia en e1 oceano posee un 
periodo cercnno a cinco elias, pero si no hubiera continen­
tes el periodo scria solo de 15 o 23 horns ( dependiendo de si 

. se toma en cucnta o no Ia rotaci6n de Ia tierra, Hough, 
1897; vcase tambicn Lamb, 1945, sec. 222) . La diferencia 
se debe a que los oceanos rcales cstan debilmente concctados 
a travcs de cstrechos, como el Estrecho de Drake, etc. 

No sc habia invcstig:.do cl cfeeto de cstrechos sabre pal­
pitaciones no gravitacionales (como las palpitacioncs plane­
tarias). Este modclo numerico-hidrodinamico puede facilitar 
el entendimicnto de las palpitacioncs planctarias en cuencas 
con cstrcchos y provccr una soluci6n precisa al caso de una 
palpitaci6n gravitacional en una cuenca de tal forma. 

LAS ECUACIONES 

Para las palpitaciones gravitacionales y planetarias se 
puede utilizar la ecuacion 

en el interior de una region bidimensional (x, y). Se supone 
que Ia profundidad es constante y que Ia longitud de onda 
es mucho mayor que Ia pro{undidad. Las componentes hori­
zontales de velocidad del agua, en este caso son indepen­
clicnles de Ia coordenada vertical. En el caso de palpita­
cioncs gravitacionales Ia superficie (x, y) es plana y Ia 
tierra, en que esla situada Ia cuenca, no gira. En el caso 
de palpitaciones plancta rias se ha hecho Ia nproxim:~cion 
beta, donde Ia superficie (x, y) tiene forma de un cilindro 
parah6lico que se toea en un meridiana con Ia superficie 
terrcstrc. La supcrficie del agua se constriiie por una 'tapa' 
que imp ide que oscile ( vease Longuet-Higgins, 1964). (Pos­
teriormente se pucde aproximar Ia elevacion de Ia supcrficie 
del agua partiendo de Ia distribucion calculada de la pre­
sion). Se trata como constante el parametro de Coriolis f, 
pero se toma en cuenta su derivada rcspccto a latitud. 

En cl caso de palpitaciones g ravitacionales, t/J e .;,,. en (1) 
representa Ia elevaci6n de Ia supcriicie del agua y 

donde u cs igual a 27T entre el periodo de oscilacion y g 
es Ia ncclcraci6n de Ia gravedad ter rcstrc, y h es Ia pro· 
fundid:~d constante del agua. Como condicion de frontcra 
se exigc que Ia derivada de if! perpendicular a Ia frontera 
sea cero. 

En cl caso de palpi taciones plnnetarias, t/J e ·lyx'·lat es Ia 
funcion de corriente, donde x' es distancia bacia el este. 

as the velocities and accelerations elsewhere are negligible. 
This leads to an approximate method of calculating the 
frequencies of such resonators. 

The interest in basins connected tbru narow straits a rises 
from the actual geometry of the oceans. Neumann (personal 
communication) estimates that the gravest gravi ty mode of 
the oceans bas a period near five days, whereas if there 
were no continents this period would he only 15 or 23 
hours, approximately (depending on whether the earth's 
rotation is or is not taken into account; Hough, 1897 ; See 
also, Lamb, 1945, sec. 222). The difference is due to the 
fact that the real oceans arc poorly connected together thru 
straits, such as the Drake Passage, etc. 

The effect of constrictions on seiches other than gravity 
modes (for example, planetary seiches), has not been inves­
tigated. The present numerical-hydrodynamical model may 
help to understand planeta ry seiches in constricted basins, 
as well as to provide an accurate solution to a case of a 
gravity seiche in a constricted basin. 

THE EQUATIONS 

For both gravity and planetary seiches we have the 
equation 

(1) 

to be applied in the interior of a two-dimensional (x, y) 
region. It is asumed that the depth is constant, and that the 
wave length is long compared to ti1e water depth. The hori­
zontal components of the water motion are tl1en independent 
of the vertical coordinate. In the gravity-seiche case ti1e x, 
y surface is flat and the basin is on a non-rotating earth. 
In the planetary case the beta approximation h:~s Lccn made. 
Accordingly, the x, y surface is that of a pambolic cylinder 
osculating with the earth's surface along a meridian. There 
is no oscillation of the sea surface, which has been replaced 
by a "lid", (see Longuet-Higgins, 1964) . (The actual sur­
face level is later approximated from the distribution of pres­
sure)·. The Coriolis parameter f is treated as a constant, but 
its derivative with respect to distance aloug a meridian, p, 
is retained in the calculations. 

In the gravity seich problem !f!e·lac Ll ( 1) is the sea 
surface elevation and 

(2) 

where u is 21r over the period of the oscillation, g is the 
acceleration of gravity and b is the constant water depth. 
The boundary conditions arc that the derivative of t/J normal 
to the boundary must vanish. 

In the planetary seiche problem .; e ·1'YX'·Iac is the stream 
function, where x' is distance toward the east. (The x, y 
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(Se pucdcn oricntar arbitrarirunente los ejes x, y) . El para­

metro y sc define por 

a:<es can be oriented arbitrarily). The parameter y is de!· 

ined by 

y = {J/2u (3) 

Como condicion de frontera se exige que .p sen cero. 

En ambos casos de palpitacioncs gravitacionales y plane­
tarias, Ia parte imaginoria de .p no tiene nada de interes. 

EL 1\IODELO 

Es conveniente utilizar un sistema de coordenadas orto­
gonalcs que hoga posible construir una cuenca que tcnga 
forma de ocho y cuyas Ironteras coincidan con las curvas 
coordenadas. Un sistema de coordenadas cliptico-hiperbc5licas 
sirve para formar tal cuenca. Considerese cl sistema defin ido 
por las relaciones 

x =cay 1 + {32 

y=cf3y 1 - t? 

donde x, y son las coordcnadas cartesianas. Las curvas a = 
constan tc son las hipcrbolas. 

Se nota que el punto de interseccion del eje·x con cual­
quier de estas hipcrLolas se encuen tra en x = c a. Las 
curvas {3 = constante son elipses 

Las curvas que correspondcn a valorcs grandes de lf31 
aproximan circulos cuyo radio cs c I pI· Se nota que el 
punto de inte rscccion del eje y con cualquiera de estas clipses 
se cncucntra en y = c (J. 
La transformacion del plano (x, y) al de (a, (J) cs biunivo­
ca. Hay que notar que los puntos que se cncuentran sobre 
los dos segmentos infini tos del ejc x, x~-c y x>c no tie· 
nen corespondencia en el plano (a, /3). 

El opemdor laplaciano en las coordenadas (a, /3) es 

The boundary conditions arc simply that t/J must be zero on 

the boundary. 
In both the gravitational and the planetnry case, the 

imaginary part of ift contributes nothing of interest 

THE MODEL 

The problem is to find an ortl10gonal coordinate system 
which can represent the bounda ries of a Lutc rily-shaped 
basin by its coordinate curves. We take an elliptical-hyper­
bolic coordinate system (a, {3) defined by 

- 1<a<1 (4) 

- oo<fJ<oo 

where x, y are cartesian coordinates. The curves a = cons­
tant are the hyperbolas 

(5) 

It is noted that the intercept on the x-axis of any of these 
hiperbolas is at x = ca. The curves {3 = constant are the 

ellipses 

(6) 

The curves corresponding to very large values of lf31 ap­
proximate circles of rad ius cl/31. Tt is noted that the inter­
cept on the y·axis of any of these ellipses is a t y = c(J. The 
mapping of the (x, y) plane onto (a, /3) is one-to-one. It 
should be noted tl1at points on the two infini te segments 
of the x-axis, x~-c and x > c nre absent from the (a, /3) 
plane. 

The laplacian operator in the (a, f3) coordinates is 

1 Q2tb a.~ a~." a.~ 
= [(1--a2) T T + (1+ t'J2) -:>pTz + f3 -T ] (7) 

c2 ( 1--a~ + (J2 ) ocr -a oa ,.. u of3 

La ventajn de usar tal sistema de coordcnadas es que se 
pueden separar Ins variables en el problema eonsiderado. 

Esto reduce el orden de las matrices que se han de tratar, 
de nm n ( n + m). don de n y m son numeros de p':lntos de 
Ia malla o lo largo de los ejes de los a y {3, respectivamentl', 

The advantage of using such a coordinate system is that the 
variables in the problem under considerat ion can he separa­
ted. This reduces the order of the matrices to be de~dt with 
from nm to (n + m), where n and m arc the number of 
g rid points along the a and f3 axes, respectively, used in the 
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usada en los calculos numericos. Se pone ¢(a,fJ) = X (a) Y 
(fJ) en (l} y se obtienen dos ecuaciones difcrcnciales or­
dinarias 

numerical calculations. We put ¢(a, /3) = X (a)Y(,B) in 
( 1) and get the two ordinary differential equations 

(l - crl) X" - aX'- ('fcfa2 + ..\ ) X = 0 

Estas ecuacioncs ticnen Ia forma de In E(;u:lcion Diferenrinl 
de Mathieu, y pueden expresarse en Ia manera usual por 
medio de las substitucionrs a = COSft, f3 = coshv, que en 
eiecto son las variables ordinarinmente usadas en el sistema 
eliptico-hiperbolico. 

Se deiinira Ia cuenca por tratar por medio de 

(8) 

These equations are a form of Mathieu's Diferrntinl Equa­
tion, and can be brought into the standard form by the 
substitutions a = cosp., .B = coshv which, in fact, are the 
usual variables used in the elliptic-hyperbolic coordinates. 

The basin of interest to us is defined by the region 

l < a < a< a'<. I 
(9) 

00 < b < fJ < b' < 00 

EL METODO NUMERICO 

Sean n puntos a lo largo del eje de los a y m a lo largo 
del eje de los /3. Asimismo, tenemos 

a'-a 
n- 1 ' 

Para los puntos en el interior de Ia cuenca, tenemos las 
ecuaciones 

don de 

2 < j < (n-1), 

Se toman los valores de Ins variables independientes (a, fJ} 
en (11) sobrc los pun los (j, k), aunque otros proccdimien· 
tos hubieran servido tnmbien. Para los punlos de frontern 
tomamos X 1 = Xn = 0, Y1 = Y m = 0 para el caso de las 
palpitaciones planetarias. Para las gravitacionalcs usamos 
derivadas unilaterales y obtenemos 

THE NUMERICAL SCHEME 

Let there be n points along the a-axis, and m along the 
{J-axis. Thus we ha\'e 

b'-b 
:::.,B = -­

m-1 

For interior points we have the equations 

where 

2 <; k < ( m l l 

_ a J =0 
21\a 

( 10) 

till 

The values of the independent variables (a, fJ) in (11) are 
taken a t the points (j , k), although other procedures could 
have been used as well. For the boundary we take X, = Xm 
= 0, Y, = Ym = 0 for the planetary-seiche case. For 
the gravity-seiche case we take one·sided derivatives and 
obtain 

3X, - 4X: + Xs = o 

X •.• - 4X •. , + 3X. = 0 

y otra relaci6n semejante para Y. and similarly for Y. 
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EL PROBLEMA DE VALORES PROPIOS THE EIGENVALUE PROBLEM 

Las ecuaciones (11) unidas a condiciones de !rontcra 
apropiadas dan dos ccuacionrs matriciales homogeneas, que 
pueden represcntarse 

AX= 0, 

Aqui, las matrices A y B dcpcndcn de los parametres y y 
A. El problema consistc en cncontrar pares de v<Jiores de 
y y .\, adcmas de los vcctorcs X y Y que sa tisfagan simul­
tancamcntc ambas ecuaciones de (12) . Particndo de una 
soluci6n aproximada, y 0 , Ao, X0, Yo, el procedimicnto itera­
tive, dcscri to a continuaci6n si rvc para refinar Ia soluci6n. 

Se reprcsentan las matrices A y B a !raves de una scrie 
de Taylor alrcdcdor del punto y0 , ,\0, reteniendo solamente 
los terminos de p rimer orden. Sc cxpresan los vcctorcs X y Y 
en Ia forma X 0 + 6X y Yo + 6 Y. Despues, se consideran 
pcqueii:>s los Yalores 6 y. !:::, >. , 6 X. 6 Y, despreciando sus 
productos y cuadrados. Estas aproximaciones dan las ecua· 

oAo Xo OAo 
oy 6 y + ~ Xo 

oBo Yo 
oy 

6 + ano y 
y (),\ 0 

ciones que comprenden un sistema de ecuaciones lineales 
algebraicas. A0 y Bo reprcsentan los valores de las matrices 
evaluadas con y = yo, ,\ = Ao. Si A y n son matrices (n X 

n) y (m x m) , respectivamente, entonces (13) y (14) jun­
tas consistcn en {n + m) ecuaciones con (n + m + 2) 
incognitas, que son 6y, !:::, >.. y los elementos de 6 X y 6 Y. 
No sc pucde separnr !ncilmente el sistema {13) del (14) 
porque las inc6grutas 6 y y 6 >.. aparccen en ambos. Ya que 
X y Y ticnen sendos factores constantes arbitrarios, que no 
se dcterminan por mcdio de (12), sc pucde poner uno de 
los elementos de 6X y uno de 6 Y, iguales a cero sin per­
elida de gcneralidad (con tal que los elementos correspon­
dicntes de Xo y Yo no scan iguales a cero). Esto disminuye 
el numcro de incognitas por dos, hacicndolo igual alnumcro 
de ecuaciones y el sistema resulta soluble. Estc procedi­
miento gencroliza cl mctodo de Derwidue (1955; vease 
tambien Faddcev y Faddccva, 1963) . 

EL PROCEDIMIENTO 

En el cnso de una cuenca dcfinida por los parnmetros 
dndos a, a' , b, b', puedc scr dificil encontrar una soluci6n 
lo bastantc apro.ximada, en cl problema de valores propios, 
parn que converjan las ecuaciones itcrativas (13) y (14). 
Por otro lado, pudicran encontrar algunas, pcro sin In scgu­
ridad de que scan las unicas de intcres. El teoremn plan­
tendo a continuaci6n es util para (a) cncontrar una solu­
cion p ropia al problema y (h) asegurar que se encuentren 

Equations (11) with their appropriate boundary condi· 
tions lead to two homogeneous matrix equations which can 
be rep resented by 

BY = 0 {12) 

Here, the matrices A and B both depend on the parameters 
y and A. The p roblem is to find pai rs of values of y and >., 
along with vectors X and Y, which simultaneously sa tisfy 
both equations of (12) . If one begins with an opproximate 
solution y0, .\0 X0, Y0, then the following itcr<~ tion procedure 
can be used to refine the solution. 

The matrices A and B ore represented as a Taylor's 
series about Lhe point y0, A0, retaining only terms up to 
the first order. The \'Cctors X and Y are expressed in the 
form X0 + 6X, Y0 + 6 Y. Finally, 6y, 6 >., 6 X, 6 Y 
arc all taken to be small quantities, and their products are 
neglected. These approximations le<~d to the equations. 

6 A + Ao 6 X = - AoXo (13) 

6 J.. + Bo6Y =- BoYo {14) 

which are a linear algebraic system. Ao and Bo denote values 
of the matrices evaluated at y =y0, ,\ = >..0 • If A and 
B are (n x n) and (m x m) matrices, respectively, then 
(13) and (14) together consist of (n + m) equations in 
(n + m + 2) unknowns. The unknowns arc 6y, 6 A 
and the clcm~n ts of 6 X and 6 Y. The system (13) is not 
readily separated f rom (14) brcause the unknowns 61 and 
6 A occur in both systems. Now, since X and Y arc dete r­
mined by (12) only to an arbi trary constan t factor, no 
generality is lost by taking one of the clements of 6 X, 
and one of 6 Y equal to zero (provided that corresponding 
elements of Xo and Yo arc not zero). This makes the number 
of unknowns equal to tlte number of equations, and the 
system can be solved. This procedure is a generalization of 
the method of Derwidue (1955; sec also Faddcev a11d Fad­
deeva, 1963) . 

THE PROCEDURE 

For a basin bounded by given parameters a , a' , b, b' it 
may be di!Iicult to find a close enough approximation to 
any of the cigcnsolutions fo r the iteration equation (13) and 
{14) to converge. Or, some may be found, but without any 
assurance that they are the only ones of interest. The 
following theorem is helpful in {a) finding cigcnsolutions 
of the problem, and (b) finding all the cigcnsolutions of 
interest : An infinitesimal change in the eigenvalue and 
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todas las soluciones de interes : Un cambio infinitesimal en 
Ia configuracion de Ia cuenca dani Iugar a un camhio infi­
nitesimal en cl valor y solucion propios de un modo dado. 
Como corolario, se pucde decir (por mcdio de intcgracion) 
que alin un cambio Iinito en la configuracion de Ia cuenca 
no introducira ni perdcra ninguna solucion propia (con tal 
que no se altere Ia naturaleza topologica de Ia cuenca, como 
ocurriria, por ejemplo, si se introdujera una isla). Asimismo, 
se pueden considcrar los 'modos Hehnl1olz' de una cuenca 
en forma de ocho como vcrsiones perlurbadas de los modos 
ordinarios de, digamos, una cuenca rectangular. 

Aqui no se ha demostrado la validez de este teorema y 
es posible que no Ia haya. Parece razonahle que cualquier 
modo de interes en cualquier cuenca dada permaneceni re­
conocible micntras se cfectua una deformacion finila de Ia 
cuenca, con ta l que dicho modo no drgrnerc a una rtapa 
intermedin de Ia deformacion. Es decir, con tal que Ia fre­
cuencia del modo dado permanezca distinta de todos los 
dcmas modos durante todo el procedimiento de la deforma­
cion. Dadas dos cuencas topologicamente equivalentes, no es 
obvio que exista un camino continuo de dcformaciones pe­
queiias que llegue a Ia segunda cuenca sin que tropieze el 
modo dado de palpitacion con una degeneraci6n en algun 
punto del camino. Es posible que se conozca un teorema 
analogo 0 ejcmplo que demuestre su invaliclcz, en alguna dis. 
ciplina de Ia matematica. Lo unico que se pucdc decir ahora 
es que no se encontraron ningunas dificultades numericas 
durante el procedimiento de deformar Ia cuenca. Si se hu­
bicra encontrado una situaci6n dcgenerada, es probable que 
nlgunas dificultades numericas huhieran rcsultado. Asimis­
mo, parece razonable nombrar a los modos calculados para 
Ia cuenca que tiene forma de ocho, igual que a los modos 
cxistentcs en una cuenca rectangular. 

Se nota que para valorcs pequeiios de lnl, ln' j, jbj, lb' j, 
las ecuaciones {8) tienen Ia forma 

eigenvector of a given mode will result from an infinitessimal 
change in the basin configuration. As a corollary it may he 
stated (by integration) that even gross changes in the basin 
configuration will not introduce or lose any of the eigcn­
solutions (provided that the topological nature of the basin 
is not altered, as would occur, for example by the insertion 
of an island). Thus, the 'Helmholz modes' of a constricted 
basin can be thought of as perturbed versions of tl1e ordi­
nary modes of, say, a rectangular basin. 

The validity of tl1e above theorem has not been shown 
here, and in fact it may not be true. It certainly seems 
reasonable that any seiche mode of interest in any gi,·en 
basin will remain recognizable thruout a gross deformation 
of the basin provided tlwt the mode not become drgenerate 
at an intermediate stage of the deformation. That is, pro­
vided that the frequency of the given mode remain d istinct 
from those of all other modes thruout the basin deformation 
process. Given two topologically-equivalent basins, and a 
certain seiche mode in the first basin, it is not obvious that 
there exist a continuous path of deformations leading to the 
second basin without the given seiche mode pasing thru 
a degeneracy somewhere along the way. An analogous theo· 
rem, or example showing it to be false, might be known in 
some branch of mathematics. All that can he said here is 
that no numerical troubles were encountered in the procrc:s 
of dclorming the basin. If a degenerate situation had be{ 
encountered, it is likely that serious numerical troubles 
would have resulted. Thus, it seems reasonable to label the 
modes computed in the butterfly-shaped basin after thei r 
rectangular-basin counterparts. 

It is noted that for small ,·aJues of jaj, ja' j, lbl, lb'l the 
equations (8) become: 

X" - ~X = 0 
(IS) 

Y" + (A. + y2<f!) Y = 0 

que son las conocidas para una cuenca rectangular. Sus so­
luciones propias son 

which are the familiar equations for a rectangular basin. 
Their eigensolutions are given by 

..\= 
(a' - a) 2 

sY 
..\ + r2c2 = ( b' - b) 2 

(16) (16) 

r, s = 0, l, 2, 

= 1, 2, 

y 

para pnlpitaciones gravitacionales y con senos en vez de 
cosenos para las plnnetarias. Asimismo, se comienza con 

!or gravity modes 

for planetary modes, 

and 

(17) 

for gravity waYes, and with sines replacing the cosines for 
planetary waves. Thus, one starts with a small rectangular 
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una cuenca pequeiia rectangular con una solucion propia 
exacta (16) y (17). Entonces se agranda o se altern en 
cierta forma Ia cuenca. Como nproximacion inicial a la 
solucion propia en Ia cuenca alterada, sc toma 

basin with an exact eigensolution ( 16) , ( 17). The bnsin 
is then enlarged or otherwise altered somewhat. The initial 
approximation to the eigenvector in the altered basin is 
taken to be 

x2 (a) = xl [ (a1'- a1 ) a
1 

+ a1n2'- a:!at' J 
a2 -a:z 

(18) 

y 2 (/3) = yl 
[ (bt'- bl) {3 + hlh:/- h:!bl' J 

b/-h:z 

Para to~ valores propios se toman 

utilizando las rclacionrs pa ra un rectimgulo o 

debido a Ia faltn de conocimiento sobre Ia forma en que las 
solucioncs propias dependen de Ia forma y tamaiio de Ia 
cuenca. Aqui cl indice 2 se refiere a Ia. solucion propia 
aproximada en Ia cuenca nueva, 1 se reiierc a Ia solucion 
propia exaeta en Ia cuenca an terior. 

En el curso de In alte racion sucesiva de las fronteras 
de Ia cuenca, se puede probar un camhio algo grande para 
ver si In aproximacion inicial a Ia solucion propia es bas­
tante precisa para que convcrja el procedimiento iterativo. 
Si no lo es, entonees hay que haeer un cambio que no sea 
tan grande. Mientras q ue Ia forma de Ia cuenca sen easi 
rectangular, las relaciones (18 ) y (19) provcen un buen 
comienzo para Ia solucion propia siguiente, pero cunndo Ia 
forma de Ia cuenca dificre mucho de Ia rcct:mgulnr, hay que 
usar las relaeioncs (18) y (20) . Se nota que Ia rclncion 
(18) especifi ca que Ia soluci6n propia aproximad!! en Ia 
siguiente c tnpa es lo mismo que Ia soluci6n precisa anterior, 
con tal que n y m pcrmanezcan constantcs. 

ALGUNOS RESULT ADOS 

Se cfectuaron ciilculos para algunos casos de palpitaciones 
gravitacionales y planetarias en cuencas simctricas (en las 
cuales a' = - a y b' = - b). Se demuestran los resul­
tados en las Figs. 1, 2, 4 .. 6. 

Para las palpitac ionC'S gravitacionales, el pariimetro ye 
representa una f recuencia sin dimension. Se lt icicron calcu­
los solo para el modo (0, 1). Los casos exhibidos en las 
Figs. 1 y 2 pueden scr eomparados con las palpitacioncs en 
un rectangulo con igual longitud en Ia direccion y (o {3), 
ya que son indrpend if"ntrs del ancho del rectangulo. En am­
bos casos, b frecuencia en Ia cuenca en 'ocho' es menor que 

The eigenvalues are taken either as 

(19) 

f rom the ' rectangle' relationships, or as 

(20) 

for lack of knowledge of the way the eigenvalues depend 
on basin size and shape. The subscript 2 refers to tlJC ap­
proximate eigensolution in the new basin, 1 refers to the 
exact eigensolution in the previous basin. 

In the successive altera tion of the basin boundaries, one 
can t ry a moderately large change and see i£ the initial 
approximation to the eigensolution is good enough that the 
iteration procedure will converge. II it is not, then a smaller 
change in the basin boundaries is tried. As long as the basin 
form is roughly rectangular, the relations (18 ) and (19) 
give a good starting point for the subsequent eigensolution. 
but when the basin form is far from being rectangular the 
relations (18) and (20) are used. It is noted that the rel­
ation ( 18) specifies tha t the new approximate eigenvector 
is the same as the old exact one as long as n and m remain 
constant. 

SOME RESULTS. 

Computations were made for a few cases of both gravita­
tional and planetary seiches in symmetrical basins (in which 
a' = - a and b' = - b). The results are shown in figures 
1, 2, 4-6. 

For gravi tational seiches the parameter -yc represents a 
nondimensional frequency. Only the (0, 1) mode was com· 
puted. The cases shown in fi gures 1 and 2 can be compared 
to seiches in a rectangle of the same length in the y (or {3) 
direction, since they are independent of the basin width. In 
both cases shown, the frequency of the buterfly·shaped basin 
is less than that of the corresponding rectangular basin, in 
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en ]a cuenca rectangular correspondiente, segun las propie­
dades conocidas del resonador de Helmholz. 

P ara las palpilaciones planelarias el pa nimetro ( yc) ·1 

representa una frecuencia sin dimension. Aun las palpita· 
ciones planetarias de onda mas la rga en una cuenca rec­
tangular licncn frecucncias que dependen del ancho del 
rcct:ingulo y de su longitud. Asimismo, sc haec una compa­
racion de Ia frccucncin en Ia cuenca en 'oeho' con dos corrcs­
pondientcs cuencas rcctangulares : rect:ingulo A, cuya longi­
Lud en Ia di reccion y ( o f3) iguala In de In cuenca en 'ocho' 
y cuyo a.ncho en Ia direccion X (o a) iguala a] maximo 
de Ia cuenca en 'ocho' y rcctnngulo B, de igual longitud que 
A, pero euyo ancho iguala a! de Ia seccion minima del es· 
trecbo de Ia cuenca en 'ocho'. Estos rectangulos de compa­
racion estiin en Ia Fig. 3. En los casos de las Figs. 4-6, Ia 
frecuencia del modo en la cuenca en 'ocho' esta entre los 
valores corrcspondientcs de los rrctangulos A y B. Asimismo, 
se concluye que cl cfecto del estrecho angosto es aumentar 
Ia frccuencia de palpitacion libre de un modo planetaria, 
pero no tan to como si sc hubiern hecho miis angosta Ia 
cuenca por toda su longi tud. 

Aunquc no sc dctcrminaron velocidadcs de corrientc, Ia 
forma de Ia clcvacion superficial en cl caso de Ia palpita­
cion gravitacional dcmucstra que hay propcnsion a que Ia 
corriente sea mas Iuerte en cl estreeho de Ia cuenca. En 
el caso de las palpitaciones planetarias ocurre lo contrario, 
las corrientes son mas debiles en el estrecho de Ia cuenca. 
Se pod ria dividir Ia cuenca por Ia mitad en cl estrecho porIa 
inscrcion de un muro impermeable sin d eetar mueho Ia 
paJpitaeion planetaria. Retro~ectivarnentc son c"~<identes cs­
tas conclusioncs, consiclerando >olo las c:mdiciones de f ron­
tera en ambos casos. La dependencia de Ia frecuencin como 
funci6n de Ia configurncion de In cuenca indica que cl efecto 
de un cstreeho nngosto sobre las palpitaciones gravitacio· 
nnlcs cs mas fucrte que sobrc las planetnrias. 

El sistema de coordenadas cliptico-hiperb6Hcas sera iitil 
tambien para cl estudio de paJpitaciones en pequeiias ense­
nadas conectadas a un mar grande, si se usan cuencas 
asimetricas. 
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accordance with the known properties of Hclmhob reson­
ators. 

For planetary seiches the parameter (ye)-1 represents the 
non-dimensional frequency. In c\·cn the longest planetary 
modes in a rectangular basin Loth the width ami length af­
fect the f requency of free oscilla tion. Thus, a comparison o£ 
the butterfly-shaped basin is made with two corresponding 
rectangular hnsins : rectangle A, which has the same length 
in the y (or {3) direction and the same overall wid th in the 
x (or a) direction, and rectangle 13, which has the same 
length in the y direction but whose width in the x direction 
is equal to that of the butterfly-shaped basin's ua rrowcst 
part. These comparison basins arc illustrntcd in f' gu rc 3. 
In the cases shown in figures 4-G, the frequen cy of the but­
terfly-shaped basin lies between those of the corre· p:>nding 
comparison rectangular basins A and 13. Thus, one can 
conclude that the eifect of a constriction is to ra · :- the 
frequency of free oscillation of a planetary mode, hut not 
as much as if the entire basin were narrowed. 

While the current velocities were not determined, it is 
evident from the surface pattern in the gravitational case 
that there is a tendency for them to be strongest in the 
constricted waist of the basin. For planetary waves the op­
posite occurs -the currents a rc weakest in the constricted 
waist of the basin. In !act, the basin could be dividctl at its 
narrowest part hy insertion of an impermeable wall "ithout 
greatly ailccting the planetary seiche. 

These conclusions arc, in retrospect, fairly evident from 
the boundary conditions in the two cases. The dependence 
of frequency on basin configuration indicates lhat the effect 
of a constricted connection on gravi ty seiches is clcatly more 
dramatic than on planetary seiches. 

The elliptical-hyperbolic coordinate system can be used 
also to study seiches in small cmbayments connected to a 
large ocean, by considering assymmetrical basins. 
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Fig. 1. El Cllmpo de tfr en el modo (0, 1) de 1:1 pnlpitaci6n grnvi­
tacional en una cuenca definida por a' = - a = 0.8, b' = -b = 4.0. 
La Irecuencia es yc = 0.279. La f recucncia del mi~mo modo en 
unn cuenca rcctangulnr de In misma longitud es yc = 0.393. 

Fig. 1. The field of y, in the (0, 1) gr.l\'itntional seiche mode 
in a basi n defined by a' = -a = 0.8, b' = -b = 4.0. The 
frequency is yc = 0.279. The frequency of the same mode in a rce­
tnngular basin of the same length is ye = 0.393. 

Fig. 2. El campo de !ft en cl modo (0, 1) de In palpitaci6n gravi­
tacion::tl en un::t cuenen definida por a' = -a = 0.8, b' = - b = 10.0. 
La frecucncia es ye = 0.0907. La frecuencia del misn1o modo en 
una cuenca rectangular es yc = 0.314. 

Fig. 2. The field of tfr in the (0, 1) grnvitationa] scicltc mode in 
a bnsin defined by a' = -n = 0.8, b' = - b = 10.0 The frequency 
is yc = 0.0907. The frequency of tho same modo in n rectangular 
basin of tlte same lengtlt is yc = 0.314. 
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Fig. 3. Lns cuencas rectangulares de comparaci6n A y D, corres­
pondicn tes a una cuenca d:~da que ticne lonna de "oeho". El rcetun­
gulo A consistc en el rcctangulo exterior complcto. EJ recuingulo B 
consiste solo en 1:1 porci6n sombrcada. 

Fig. 3. TI1e comparison rectangular basins A and B, corresponding 
to n gi"en buttcrfly·sllaped basin. Rcet:~nglc A is the entire ou ter 
rectangle. Rect~gle D is the shaded portion only. 

Fig. 4. El campo de t/1 en el modo (1, 1) de In palpit:~ci6n plane· 
taria en una cuenca dclinida por a' = - a = 0.8, b' = -b = 4.0. 
Ln frccuencia es ( yc) .J = 0.910. Las frecuencias de las cuencas de 
compnrnci6n A y B son de 1.62 y 0.500. 

Fig. 4. The field of 1ft in the (1, 1) planetnry seiche mode in 
a basin defined by n' = -a = 0.8, b' = - IJ = 4.0. The frequency 
is ( yc) · I = 0.91 0. The !requcncies of comparison basins A nnd B 
are 1.62 and 0.500. 
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Fig. 5. El campo de ¢ en el modo (1, 1) de In p:.lpitnci6n plane­
tnrin en una cuenca definida por a' = -a = 0.96, b' = -b = 15.0. 
La frecuencin es ( yc ) .J = 3.46. Las frecuencias de las cuencas de 
comparnci6o A y B son de 6.62 y 1.93. 

Fig. 5. The field of e/t in the (1, 1) planetary seiche mode in 
a basin defined by a' = -a = 0.96, b' = -b 15.0. The frequency 
is ( yc )-1 = 4.46. The frequenci esofcom parison basins A and B 
are 6.62 and 1.93. 

Fig. 6. El campo de ¢ en el modo (1, 2) de Ia palpitnci6n plane­
taria en unn cuenca dcfinida por a' = -a = 0.8, b' = -b = 4.0. 
La frecuencin es ( yc) .J = 0.893. Las frecuencias de las cuencna de 
compnrnci6n A y B son de 1.09 y 0.473. 

Fig. 6. The field of e/t in the (1, 2) planetary seiche mode in 
a basin defined by a' = -a = 0.8, b' = -b = 4.0. The frequency 
is (yeP = 0.893. The frequencies of compnrison basins A and B 
are 1.09 and 0.473. 


