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GEIRMUNDUR Aml!ASON If .;, 

INTRODUCCION 

Los estudios teoricos de Haque (1952) y de Lilly (1960) 
sobre pequeiias perturbaciones en una atmosfera estatica­
mente in est able en reposo han demostrado que la eseala de 
movimiento preferida es de column as infinitamente angos­
tas con desplazamiento alternativamente ascendente y des­
cendente. Si se toman en cuenta la friccion y conduccion 
de calor (Kuo, 1961), la escala horizontal preferida se haee 
finita y es aproximadamente la de una nube en cumulus. Ade­
mas, al existir una cstratificacion estable en areas de movi­
miento descendente se enCllentra que la distancia entre cen­
tr08 ascendentes pllede llegar hasta 20-40 Km. 

Un resultado adicional de tales estudios proporciona un 
criterio para la mayor escala horizontal con indice de creci­
mien to positivo y sucede que esta "perturbaci6n limitante" 
es del orden de unos cuantos cientos de Km, determinan-

* EI trabajo descrito ahora fue apoyado en parte por el U. S. 
Weather Bureau bajo Contra to Num. CWB-I0499. 
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THE GROJr'TH OF INCIPIENT 
SYNOPTIC-SCALE DISTURBANCES IN THE 

TROPICS * 

GEIRMUNDUR ARNASON ~, " 

INTRODUCTION 

Theoretical studies by Haque (1952) and Lilly (1960) 
of small perturbations in a statically unstable atmosphere at 
rest have shown that the preferred scale of motion is that 
of infinitely narrow columns of alternately rising and sink­
ing motion. If one takes friction and heat conduction into 
account (Kuo, 1961), the preferred horizontal scale becomes 
finite and is approximately that of a cumulus cloud. Allow­
ing, furthermore, a stable stratification in the areas of des­
cending motion, one finds that the dstanve between ascend­
ing centers may be as much as 20-4,0 Km. 

An additional result of these studies is the criterion 
for the largest horizontal scale with positive growth rate. 
It turns out that this "limiting perturbation" is of the order 
of a few hundred Km and is uniquely determined by the 

* The work reported herein was partly supported by the U. 8. 
Weather Bureau zmder Contract No. CWB-I0499. 

* * The Travelers Research Center, Hartford, Connecticut. 
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dola peculiarmente la estabilidad estatica y la latitud. Los 
mencionados estudios de Haque y Lilly implican que la exis­
tencia de perturbaciones inestables a tal esc ala pueden expli­
car Ia existencia de ciclones tropic ales. A pesar de ello, segtm 
Kuo (1961), todo es esencialmente una falsa interpretacion 
ya que solo Ia escala preferida, es deciI', la nube en cumulus, 
puede desarrollarse si se introducen perlurbaciones al azar. 

Por otra parte, si el modelo teo rico equiyale a la mitad 
inferior de Ia troposfera, los sistemas a gran escala de Stl 

mitad superior podrian interpretarse como perturbaciones 
inducidas a Ia misma escala en Ia mitad inferior. Segtm ese 
punto de yista, la "perturbacion limitante" tiene interes en 
razon de la posibilidad de esa influencia a gran cscala, para 
la cual estudie el efecto de un parametro de Coriolis va­
riable (13 - efecto) sobre el tamafio de la "perturbacion ]i. 

mitante" pOl' medio de un modelo barotropico descrito en 
otra parte (Amason, 1961). El result ado es que Ia dimension 
de est a perturbacion aumenta considerablemente por elIo, 
pero como en los estudios previos, la escala de cumulus con· 
tinua como la preferida para el desarrollo. En consecuencia, 
puede concluirse de modo general que el desarrollo inicial 
de una perturbacion a esc ala sinoptica no puede explicarse 
satisfactoriamcnte dentro del marco exclusivo de una atmos· 
fera en reposo 0 en movimiento uniforme. 

En un intento para encolltrar un mecanismo que logre 
explicar como puede surgir la perturbacion a escala sinop­
tica como la preferida para el crecimiento en latitudes bajas, 
introduje Ia baroclinicidad en Ia atmosfera en reposo trata­
da en estudios previos. Ha sido un planteamiento provechoso, 
pues e1 flujo baroclinico favorece las perturbaciones en una 
dimension mucho mayor que las nubes en cumulus. Se han 
descrito los resultados de un estudio con atmosfera estatica­
mente estable 0 baroclinicamente neutra en otro Iugar (A [­

nason, 1963) y aunque tales resultados tienen cierto valor en 
los tropicos, alcanzan mayor interes en Jas latitudes bajas, 
pues los resultados corresponden a una atmosfera estatica­
mente inestable. Todavia se continuan las investigaciones con 
esta clase de modeIo, mostrando los resultados tentativos que 
en una atmosfera baroclinica que no es neutra ni tiene una 
pequefia estabilidad estatica negativa la escala de maximo cre­
cimiento es del orden de unos cuantos cientos a cerca de dos 
mil Km. Ya que el numero de Richardson negatiyo del flujo 
basico aumenta en magnitud, la escala preferida se ace rca a 
la de una "perturbacion limitante" en una atmosfera en re­
poso, como en los estudios previos. Para numero de Richard­
son negativos suficientemente grandes, el crecimiento se hace 
explosivo en tal escala particular. En terminos fisicos eso 
significa que la energia de dos fuentes resulta disponible 
para perturbaciones en crecimiento y OCUlTe algo parecido a 
una resonancia. Para numeros de Richardson negativos pe­
quefios la validez de la teOrla matematica que da base a 
tales resultados no queda establecida satisfactoriamente en 
Ia vecindad inmediata del punto don de el Indice de creci· 
miento se hace excesivo. Por tal razon, no intentare dar una 
detallada interpretacion fisica de los resultados matematicos 
sobre ese pun to, pero mencionare que ese punto se acerca 

static stability and the latitude. The above quoted studies 
by Haque and Lilly imply that the existence of unstable 
perturbations on this scale may explain the occurrence of 
tropical cyclones. According to Kuo (1961), this, however, 
is essentially a misinteI})retatiol1 since only the preferred 
scale, i.e. the cumulus cloud, can be expected to deYelop if 
random perturbations are introduced. 

If, on the other haneL the theoretical model is identified 
with the lower haH of the troposphere, large-scale systems 
in its upper half could be thought of as inducing perturb· 
ations on the same scale upon the lower half. From this 
point of view the "limiting perturbation" is of interest. 
Because of the possibility of such a large-scale influence, 
I have studied the effect of a variable Coriolis parameter 
(13 - effect) upon the size of the "limiting perturbation" by 
means of a barotropic model described elsewhere (Amason, 
1961). The result is that the dimension of this perturbation 
is thereby considerably increased but, as in previous studies, 
the cumulus scale remains the preferred scale to develop. 
One may, therefore, generally conclude that the initial de· 
\-elopment of synoptic-scale disturbances cannot he explained 
satisfactorily within the exclusiye framework of an atmo· 
sphere at rest or in uniform motion. 

In an attempt to find a mechanism capable of explain. 
ing how synoptic·scale perturbations may emerge as the 
preferred growth scale at low latitudes, I have introduceil 
baroclinicity into the resting atmosphere dealt with in the 
previous studies. This has turned out to be a fruitful ap­
proach in that a baroclinic flow will £a\'or perturhations 
of a much larger dimension than that of a cumulus cloud. 
The results of a study dealing with a statically stable or 
neutral baroclinic atmosphere have been reported elsewhere 
(Amason, 1963). Although these results havc some bearing 
on the tropics, the results of greatest interest for low lati­
tudes are perhaps, those pertaining to a statically unstable 
atmosphere. The investigation of this kind of model is still 
in progress. Tentative results show that in a baroclinic at· 
mosphere which is either neutral or has a small negative 
static stability, the scale of a maximum growth is in the 
range of a few hundred to about two thousand Km. As the 
negative Richardson number of the hasic flow increases ill 
magnitude, the preferred scale approaches that of the "li­
miting perturhation" in a resting atmosphere which is dealt 
with in the previous studies .For sufficiently large negative 
Richardson numbers, the growth becomes explosi \"c for this 
particular scale. In physical terms, this means that energy 
from two sources hecomes available to the growing disturb­
ances and something approaching a resonance appears to 
take place. For small negatiye Richardson numbers the 
validity of the mathematical theory, upon which these results 
are based, is not satisfactorily established in the immediate 
yicinity of the point where the growth rate becomes execs· 
sin,. I will, therefore, not attempt to giv-e a detailed physical 
interpretation of the mathematical results near this point 
but will mention that as this point is approached the fieJd 
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al campo de mOVlmlcnto cuando se haec cad a vez mas no­
ge08trofieo. Un analisis mas completo rcquiere ampliar los 
estudios matematicos. 

INDICES DE CRECll\HENTO DE PERTL;RBACIONES EN 
UNA ATMOSFERA ESTATICAMENTE Ii\'ESTABLE 

Y BAROCLlNICA 

La atmosfera tropical es reemplazada por llna eapa unica 
de Huido compresible e inviscido en equilibria hidrostatico 
y de extension lateral infinita. En otro lugar se ha usado 
este modelo (Amason, 1963) para el caso de una estabili­
dad estatica positiva dentro del marco de la teOrIa de las 
perturbaciones y en eonsccueneia, tratare de reducirme al 
caso de estabilidad estatiea negativa. Cuando el f3 decto 
se omite, la eeuaeion difereneial que gobierna el problema de 
estabilidad barocliniea es: 

donde los .51mbol05 tienen el siguiente significado 

D 

numero de Richardson del flujo hasico 

amplitud de 0), "yeloeidad ycrtical" ell un siste­
ma-p 

e ~/Ci 

C
" 

- f - parametro de Coriolis - . I 'd d d d - - - - ,'e oel a e on as 
k niimero de onda l' . 

c e merCla 

~ c - U dondc c es la yelocidad de fase de las pertur­
baciones y U es la velocidad del flujo basico; 

una prima :;ignifica diferenciacion con respecto a 8 , la va­
riable indt'pendientt'. Puede dcmostrarse que E es numerica­
mente igual al eociente entre la divergencia de vi en to hori­
zontal y la eomponente vertical de vorticidad del viento y 

por ello, que es mueho mas pequeiia que la unidad para el 
moYimiento easi-geostr6fico. 

En el easo de estahiliclad estatica negati' a, h2 resulta ne­
gativa y conseenentemente, para conveniencia, 10 escribire 
h2 = -hi, donde hi es positiva. Cuando hi es grande pue­
de demostrarse que dentro del intervalo de interes 8 2 <{ 1 Y 
que puede obtenerse una solueion aproximada para (1) Ie­
solviendo la mas simple eeuaeion. 

of motion becomes increasingly non-geostrophie. A more 
eomplete analysis requires further mathematical studies. 

GROWTH RATES OF PERTURBATIONS IN A BARO­
CLINIC AND STATICALLY UNSTABLE 

ATMOSPHERE 

The tropical atmosphere is here replaced by a single 
layer of a compressible, inviseide fluid in hydrostatic hal­
ance and of infinite lateral extent. This model has heen 
dealt with dsewhere (Amason, 1963), for the case of a 
positive static stability within the framework of perturh­
ation theory, and I shall, therefore, confine myself to the 
case of negative static stability. When the f3 - effect is 
omitted, the differential equation governing the baroclinic 
stability problem is: 

(1) 

where the symbols have the following meaning: 

I 'J 
l~ 

D 

the Richardson's number of the basic flow 

the amplitude of w, the "vertical velocity" in a 
p-system 

Coriolis parameter 
= speed of inertia 

wave number 
waves 

.6. c - U whcre c is the phase speed of the perturba­
tions and U is the speed of the basic flow; 

a prime means differentiation which respect to I!, the inde· 
pendent variable. It can be shown that E is numerically equal 
to the ratio horizontal wind divergence to the vertical com­
ponent of the wind vorticity and is, therefore, much smaller 
than unity for quasi-geostrophic motion. 

In the case of negative static stability h2 is negative 
and I will, therefore, for convenience sake write h2 = -hi 
where h~ is positive. When hi is large it can he shown that 
within the range of interest £2 <{ 1 and an approximation 
solution to (1) is obtained by solving the simpler equation 

£ D" - 2D' + e hi D = 0 (la) 

(1lle carece de los puntos singulares e ± 1 . Rapidamente se 
H'riIica que Ila) tiene dos soluciollt's fundamentales 

donde i es In unidad imagiuaria. 

La Ec. (2), COli Jas condiciones de frontera dc D desapa­
reciendo en la cima y en el fondo del l110delo de una capa, 
Ueva a la ecuacion caracteristica 

which is free of the singular points £ -1- 1. It is readily 
verificd that (la) has the two fundamental solutions 

(2) 

where i is the imaginary unit. 

Eq. (2) with the boundary conditions of D vanishing at 
the top and the bottom of the one layer model leads to the 
characteristic equation 

j2 = -(tan a a) (col IX + (3) 
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Aqui 

U = ~ (U., + U
I

) y los indices 1 y 2 se refieren al 2 ~ 

fondo y a Ia cima de la capa; C
g 

es la velocidad de las ondas 
de gravedad de intervalo. Se sigue de (3) que j es puramenle 
imaginaria (como 10 es la velocidad de fase c) para todos los 

I d 7i , d 7i. • 
va ores e IX = 2 ; para IX acercan ose a ""2' J se aproxlma 

al infinito y cambia de signo al sobrepasar IX el valor ;. 

Este valor de a corresponde a Cg = C
i 

que define, como 
puede demostrarse, la "perturbacion limitante" ya discutida. 

La solucion del problema del valor de Eigen asociado 
con (1) tiene mayor interes practico que (3). Sin embargo, 
es un problema mas dificil de resolver por las singularidades 
e +- 1 que tienen import an cia para pequefios valores del 
numero de Richardson. Para valores de hI mayores de 3 se 
ha obtcnido una solucion aproximada de (l) por medio de 
una expansion de series de potencias alrededor del punto 
ordinario e = O. EI problema de los valores de Eigen asocia­
dos se ha resueIto, en ese caso, obteniendose soluciones para 
pequefios valores de h t por medio del metodo de series de 
potencias que no son validas dentro del intervalo completo 
de interes. Como se conoce la solucion para h = 0 (Fjortoft, 
1950), es posible usar consideraciones de continuidad para 
extrapolar curvas de crecimiento para pequenos valores de hI" 

Los resultados se muestran en Ia Fig. 1, donde las orde­
nadas son el indice de crecimiento (f sobre el seno de latitud 
que se muestra en unidades de 10-4 y las abcisas la mitad 
de la deformacion vertical del viento total sobre la velocidad 
de ondas de inercia C i y en eonsecuencia, proporcional al 

, ," d R b U2 - UI L tlumero termlCO etOSS Y fL "a figura muestra in-

dices de crecimiento para estabilidades estaticas positivas y 
negativas incluso el caso neutro, pudiendo notarse los maxi· 
mos relativos de In dice de crecimientos para las positivas y 
debilmente negativas. Para un cierto valor critico por hI ' el 
maximo asociado desaparece y el in dice de crecimiento 
aumenta monotonicamente y se hace excesivo al acercarse al 
numero termico de Rossby que corresponde a C/

i
, 10 cual 

se ilustra en Ia figura en dos casos correspondientes a 
hI = 5 Y hI = 10. La escala horizontal en Ia cima de la 
figura de la longitud de onda L en cientos de Km que 
corresponde a los numeros de la escala del fondo. La con-

0, d 1 U2 - UI I . d d d h' verSIOn e - C a ongltu e on as se IZO cuando 
2 i 

U~ - Ul = 5 m/seg, ya que C
i 

depende tanto de la longitud 
de onda como de la latitud; L se indica paar varias latitudes. 

Se sigue quc la escala preefrida para el flujo baroclinico 
es del orden de cientos de Km, 10 cual es muy diferente de 
las condiciones en una atmosfera en reposo donde la escala 
de unos cuantos Km es la mas favorecida. Una teo ria mas 
completa de un flujo basi co baroclinico e inestable estatica­
mente tendrfa probablemente ambas escalas como preferidas 

Here 

- I 
U = 2 (U2 + UI ) and the subscripts 1 and 2 refer to the 

bottom and the top of the layer; Cg is the speed of interval 
gravity waves. It follows from (3) that j is purely imag­
inary (and so IS the phase speed c) for all values of 

IX < ~; for a approaching ;, j approaches infinity 

and changes its sign as a surprases the value ;. This 

value of IX corresponds to Cg = C
i 

which, as can be shown, 
defines the "limiting perturbation" dealt with above. 

Of greater practical interest than (3) is the solution 
of the Eigen value problem associated with (1). This, hmv­
ever, is a more difficult problem to solve because of the 
singularities e -1- I which is of importance for small values 
of the Richardson number. For values of hI greater than 
3, an approximate solution to (1) has been obtained by 
means of a power series expansion around the ordinary 
point e = O. The associated Eigen value problem has been 
solved in this case. Solutions for small values of hI may be 
obtained by means of the power series method, but are not 
valid within the entire range of interest. Because the so­
lution for h = 0 is known (Fjortoft, 1950) is is possible 
to use continuity considerations to extrapolate the growth 
curves for small values of hI . 

The results are shown in Fig. 1. The ordinate is the 
growth rate, (f, over the sine of latitude and is shown in 
units of 10-4 • The abscissa is one half the total vertical 
wind shear over the speed of inertia waves, C i ' and is there-

. ~-~ 
fore proportIOnal to the thermal Rossby number fL 

The figure shows growth rates for both positive and ne· 
gative static stabilities, including the neutral case. Note 
the relative maxima of the growth rates for positive and 
slightly negative static stabilities. For a certain critical 
value by h1 , the associated maximum disappears and the 
growth rate increases monotonically and becomes excessive 
as the thermal Rossby number corresponding to C/C

i 
= 1 

is approached. This is illustrated in the figure in the two 
cases corresponding to h] = 5 and hI = 10. The hori­
zontal scale at the top of the figure gives the wavelength, 
L, in hundreds of Km that corresponds to the numbers or: 

h b I T
o 1 U2 - UI 

t e ottom sca e. he converSIOn from - C to wave-
2 i 

length was done by setting U2 - UI = 5 m/sec; since C
i 

depends on both wavelength and latitude, L is shown for 
different latitudes. 

It follows then that the preferred scale for baroelinic 
flow is of the order of hundreds of Km. This is quite dif­
ferent from the conditions in a resting atmosphere where 
scale of a few Km is the one most favored. A more com­
plete theory of a baroclinic and statically nnstable basic 
flow will probably include both scales as preferred relative 
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respecto a escalas adyacentes. Como resultado podemos espe­
rar que ambas se encuentren presentes aI mismo tiempo al 
alimentarse cada una de £uentes de energia diversas. Aunque 
eI modelo usado en este estudio es extremadamente simple, 
ereo que su mecanismo para £avorecer perturbaciones a es­
cala sinoptica se encuentre en la mas complicada atmosfera 
tropical. 

3.0 CONCLUSIONES 

Los estudios con un modelo barotropico y otro barocH­
nico, ambos con estabilidad estatica negativa y consecuente­
mente, simulando de manera hurda una atmosfera tropical, 
Ilevan a las siguientes conclusiones: 

20 

'" 
15 

~ 
., 
'" -0 C. " ;... ., 

cn "'0 10 ai 
"U "'0 

:~ 
30 20 ~ 15 ________ .. .0 " '--,...4 ..J 5 

to adjacent scales. As a result, we may expect both to be 
present at the same time each heing fed from different 
energy sources. Although the model used in this study is 
extremely simple, I believe its mechanism for favoring 
synoptic scale perturbations is present in the more compli­
cated tropical atmosphere. 

3.0 CONCLUSIONS 

Studies of a harotropic and a haroclinic model, hoth 
having a negative static stahility and therehy crudely si­
mulating the tropical atmosphere, have lead to the follow­
ing conclusions: 

2 

4 

6 

0.8r----.----.-----rr--~-----r----._--~r---~----~ 

0.6 

0.2 

Cg= Cj 

C eG­g I 

0.4 06 

Fig. I.-Las curvas de la parte inferior de la figllra mllestran indices 

UZ-U1 de crecimiento en relacion a para diferentes valores del 
Cj 

parametro h. La parte superior de la figura es una eEcala para la 
longitud de onda L que corresponde a cierto nlnnero en la escala en 
el fondo de la figura. La conversion Enpone U2 - UI = 5 m/seg. 
Para detalles vease texto. 

, , , , , , , , 

h~O 

1.2 

, , 

1.4 1.6 1.8 

Fig. l.-Te curves in the lower part of the figure show growth rates 
Uz -UI in relation to for different values of the parameter h. 

Cj 

The upper part of the figure is a scale for the wavelength, L, eor­
responding to a certain number on the scale at the bottom of the 
figure. The conversion assumes U~ - l\ = 5 m/sec. For details see 
text. 
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a) En el modelo barotr6pico la cEcala preferida es apro­
ximatlamente una nube en cumulus de acuerdo con los re­
sultados de olr05 inycstigadores. -La "perturbaci6n limitante" 
(IUC rcpresenta la transici6n de ondas neutras a desarrolla­

das aumenta considerablemente al tamar el efecto - f3 en 
CUt'llta. Aunque eso tiene cl efeclo de aplanar las curvas de 
indice de crecimiento hacia mayores longitudes de ondas, las 
ondas cortas continuan sicndo las mas inestables. 

b) En el 1110delo barocllnico la escala preferida es del 
orden de unos cuantos de cientos de Km hasta casi dos mil 
Km y siempre mayor que la "perturbaci6n limitallte" del 
modelo barotr6pico. En el caso de un numero de Richardson 
negatiyo grande Ia escala preferida se ace rca a la de una 
"perturbaci6n limitante" y el indice de crecimiento se haec 
excesivo. 

c) Las perturbaciones tropicales a escala sin6ptica puc­
den formarse cn un aatm6sfera neutra 0 condicionalmenk 
inestable que sea ligeramente barocliniea. 

HI BLl OGRAFlA 

a) In the barotropic model, the preferred scale is appro· 
ximately that of a cumlus cloud, in agreement with results 
by other investigators. The "limiting perturbation", which 
represents the transition from neutral to growing waves, is 

considerably increased by taking the f3 - effect into account. 
Although this has the effect of flattening the growth ratc 
curves toward larger wavelengths, the short waves remain 
the most unstablc waves. 

b) In the baroclinie model, the preferred scale is in 
the range of a few hundred Km to a couple of thousand 
Km and is always larger than the "limiting perturbation" 
of the barotropic model. In the case of a large negatiye 
Richardson's number the preferred scale approaches that 
of the "limiting perturbation" and the growth rate becomes 
exceSSIve. 

c) Tropical disturbances on synoptic scale could form 
in a neutral or conditionally unstable atmosphere which is 
slightly baroelinic. 
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