
III CONFERENCIA TECNICA SOBRE HURACANES Y METEOROLOGIA TROPICAL 

TECHNICAL CONFERENCE ON HURRICANES AND TROPICAL METEOROLOGY 

Mexico, D. F., Jun. 6-12, 1963 

Sa. SESION Sth SESSION 

DESARROLLO DE HURACANES (I) 
HURRICANE DEYELOPMENT (I) 

UN MODELO DINAMICO PARA ESTUDIAR EL 
DESARROLLO DE CICLONES TROPICALES {:-

KA TSUYUKI OOY MILA {:- .,:-

RESUMEN 

Se considera el desarrollo de un cidon tropical como un proceso 
cooperativo entre la conveccion a cscala de nubes como fuente de 
energia y cl movimiento a oscala de eidon como mecanismo para or­
ganizar la conveceion de nubes. Para formular el aeoplamiento entre 
ambas escalas de fenomenos difcrentes solo en termino'3 de campos a 
gran escala se elabora la hipotesis de que la distribuc:ion estadistica 
y Ia intensidad media de la cOllYeccion de nubes estan gobernadas 
par la convergencia a gran escala del aire caliente y hiimedo en una 
capa de superficie mientras la transferencia vertical de calor y masa 
debida a nubes se determina par un modelo hipotetico de Ia misnn 
conveccion de nubes. Tales hipotesis se incorporan en un sistema 
fluido que consiste en dos capas de fluido homogeneo incompresible 
de diferentes densidades y una cap a de frontera que representa se­
paradamcnte el efecto de friccion superficial. La circulacion a gran 
cscala de un ciclon tropical se repre:enta por un vortice simetrico 
casi equilibrado y circular y la circulacion transversa en el vortice es 
inducida por friccion interna y superficial y por decto de la hipote­
tica conveccion de nuhes. Los resultados del aniilisi~ lineal de la 
pertnrbacion en el modelo son bastante razonahles. Sin embargo, los 
resultados de integracion numerica indican la neeesidad de mejorar 
algunas partes del modelo si va a reprodncir un dclon tropical com­
pletamente desarrollado. 

INTRODUCCION 

Uno de los problemas de mayor interes en la dinamica 
de los ciclones tropicales es entendcr el proceso hidrodinami­
co a traves del cual se desarrolla el movimiento a esc ala de 
eiclon utilizando Ia energia de calor latente liberado por BU­

bes eonvectivas. Ya que la aeeleracion boyante en ascenso 
humedo inestable solo origina la conveccion a escala de nubes, 
no puede considerarse a la circulacion a gran esc ala impul­
sada directamente por la fuerza hoyante. La estahilidad estii­
tica a gran escala no es realmente inestahle de manera neee­
!'aria en una capa profunda. Ademas, las condiciones para 
una posible inestabilidad dinamica quedan satisfechas en 

todo caso para una region bastante limitada dentro del ci-
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A DYNAMICAL MODEL FOR THE STUDY OF 
TROPICAL CYCLONE DEVELOPM.ENT -)f 
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ABSTRACT 

The development of a tropical cyclone is Yiewed as a cooperative 
process hetween the clond-scale convection as the energy source and 
the cyclone-scale motion as tlte mechanism of organizing the cloud 
convection. In order to formulate the cOllpling hetween the two dif­
ferent scales of phenomena in terms of the large scale fields alone, 
it is hypothesized that the statistical distrihution and mean inten~ity 
of the cloud convection are controlled by the large scale convergence 
of the warm and moist air in a surface layer, while the vertical 
transfer of heat and mass due to the clouds are determined from a 
hypothetical model of cloud convection itself. These hypotheses are 
incorporated into a fluid system which consists of two layers of in­
compressible homogeneous fluid of different densities and a boundary 
layer to represent the effect of surface friction separately. The large 
scale circulation of a tropical cyclone is represented by a quasi­
balanced and circular symmetric vortex, and the transverse cirCll­
lation in the vortex is induced by internal and '3urface friction an,] 
hy the effect of hypothesized cloud convection. The results of linear­
ized perturbation analysis of the model are qnite reasonable. How­
ever, the results of numerical integration indicate need of improve­
ment in some part of the model, if a fully developed tropical cyclone 
is to be reproduced by the model. 

INTRODUCTION 

One of the major problems of interest 111 the dynamics 
of tropical cyclones is to understand the hydrodynamical 
processes through which the cyclone-scale motion devclops 
utilizing the latent heat energy released by convective clouds. 
Since the buoyant acceleration in unstable moist ascent is 
responsihle only for cloud-scale convection, the large scale 
circulation cannot be cOllsidered driven directly by the 
buoyant force. The large "eale static stability is, in fact, not 
necessary unstable in a deep layer. Furthermore, the con­
ditions for possible dynamic instabilty are satisfied in, if 
any, a rather limited region within the cycolen. Therefore, 

it appears unlikely that tropical cyclone development can 
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clon. Por ello, no parece probable que el desarrollo del ciclon 
tropical pueda explicarse pOl' completo a base de inestabilidad 
hidrodinamica. Mas bien parece que la circulacion ciclonica 
en su totalidad es un vo1'tice casi equilibrado e inducido por 
calcntamicnto difcrcncial dcbido a Ia distribucion organiza­
da de nubes convectivas. 

Si este punto de vista es correcto el mecanismo basico 
para desarrollo de un ciclon tropical, excepto su estado inci­
piente como pe1'turbacion en alisios tropicales, depende de 
su propia habilidad para organizar la conveccion de nubes 
y para perpetuar el calentamiento diferencial manteniendo 
una luente constante de humedad. Este mecanismo abarca 
varios tipos de procesos fisicos, cspecialmente en dinamica de 
nubes y en interaccion de frontera entre atmosfera y mar. 
Aunque ambos campos se estudian ahora de manera intensi­
va, 10 que se sabe no parece requerir un experimento nume­
rico total. No obstante, podemos comenzar investigando la 
dinamica de ciclones tropic ales a 10 menos en terminos de 
rasgos a gran escala y simplificando 0 haciendo hipotesis so­
bre dichos procesos £isicos. 

Hasta hace poco los estudios dinamicos sobre ciclones tro­
picales se apoyaban en su mayoria en el com un supuesto de 
que la liberacion de calor latente valorado de manera directu 
en el movimiento a escala de ciclon podia substituir al 
papcl energetico de nubes convectivas. A la luz de frus­
trados experimentos en tales estudios parcce ahora esencial 
cn cualquier modelo dinamico que se incorpore el hecho ob­
sen-ado de que el mccanismo primario para liberal' calor la­
tente cs Ia libre conveccion en forma de nubes en cumulus, 
aunque el modelo no se refiera explicitamente a nubes indi­
viduales. Ademas de ese diflcil problema de conveccion de 
nubes existe el viejo problema de transferencia turbulenta que 
tambien requiere formulacion hipotetica. Un modelo dina­
mico que debe construirse con varias hipotesis respecto a 
procesos insuficientemente conocidos es ciertamente menos 
preciso que 10 deseado. Aunque cada hipotesis debe mejorarse 
con el progreso en campos especifico", los experimentos nu­
mericos con tal modelo tambien permiten orientarse a otros 
desarrollos comprobando las consecuencias dinamicas de cllal­
quier grupo particular de hipotesis seleccionadas. 

SUPUESTOS BASICOS DEL MODELO 

Para comprobar de manera especifica nuestras opiniones 
biisicas sohre desarrollo de ciclones especiales se ha construi­
do un modelo simple. Consiste en dos capas principales de 
fluido homogeneo incompresible con diferentes densidades y 
una capa de frontera en el fondo, que se ha introducido para 
lormular los cfectos de friccion en la superficie del mar en 
forma sencilla. El movimiento de las capas principales se 
supone easi equilibrado y simetrieo circulannente. La circun­
valacion transversa en el vortice equilibrado es inducida por 
efectos simulados de nubes convectivas y friccion interna y 
superficial. El uso de fluido incompresible es una seleecion 
arbitraria para individualizar el modelo fisicamente mas que 
pOl' ealculo. EI modelo es muy similar hidrodinamicamente 
al modelo de Eliassen (1952) para la circulacion general. Los 

be explained entirely on the basis of hydrodynamic insta­
hility. It seems more likely that the cyclone circulation as 
a whole is a quasi-balanced vortex induced by the differcn­
tial heating due to the organized distribution of convective 

clouds. 
If this point of view is correct, the crucial mechanism 

for growth of a tropical cyclone, except for the incipient 
stage as a disturbance in the tropical easterlies, must lie 
in its own ability to organize the cloud conyection and to 
perpetuate the differential heating by maintaining a COll­
tinuous supply of moisture. This mechanism involves various 
types of physical processes, especially those in cloud dy­
namics and in the boundary interaction between the atmo­
sphere and the sea. Although both fields are currently 
under intensive study, the amount of available knowledge 
does not seem to warrant an all-inclusive numerical cxperi­
ment at present. Nevertheless, we may start investigating 
the dynamics of tropical cyclones, at least in terms of large 
scale features" by simplifying or hypothesizing the involved 
physical processes. 

Until recently, most of the dynamical studies of tropical 
cyclones were based on a common assumption that the 
release of latent heat evaluated directly from the cyclone­
scale motion could be substituted for the energetical role 
of convective clouds. In the light of the frustrating experi­
ences in these studies, it now appears to be essential for 
any dynamical model to incorporate the observed fact that 
the primary mechanism of releasing the latent heat is the 
free convection in the form of cumulus clouds, even though 
the model may not explicity refer to individual clouds. 
Besides this difficult problem of cloud convection, there is 
the long standing problem of turhulcnt transfer which also 
requires hypothetical formulation. A dynamical model which 
has to be constructed on a number of hypotheses conceming 
insufficiently known processes is certainly less precise than 
is desired. While each hypothesis should be improved with 
progress in specific fields, numerical experiments with such 
a model can also providc llS with clues to further improve­
ments by testing the dYllamical consequences of any par­
ticular set of hypotheses chosen. 

BASIC ASSUMPTIONS OF THE MODEL 

In order to test our basic views on the development of 
tropical cyclones more specifically, a simple model has been 
constructed. It consists of two main layers of incompres­
sible homogeneous fluid with different densities and a 
boundary layer at the bottom. The latter is introduced ill 
order to formulate the effects of friction at the sea surface 
in a simplified way. The motion in the main layers are 
assumed to be quasibalanced and circularly symmetric. The 
transverse circulation in the balanced vortex is induced by 
simulated effects of convective clouds and by internal and 
surface friction. The use of incompressible fluid is an arbi­
trary choice to discretize the model physically rather than 
computationally. The model is hydrodynamically yery si­
milar to Eliassen's (1952) model of the general circulation. 
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rasgos principales que caracterizan al presente modelo como 
apropiado para cic10nes tropicales son el tratamiento hipote­
tico de la conveccion a escala de nube como fuente de energia 
para movimiento a gran escala y la naturaleza del acopla­
mien to entre ambos. 

Una gran parte de la circulacion de masa que entra en 
un cic10n tropical tiene lugar en una capa relativemente so­
mera sobre la superficie delmar, como resultado de friccion 
superficial. Existiendo una alta temperatura de potencial 
equivalente en dicha capa se desarrollanin altas nubes con­
vectivas en la region en que converge la circulacion entrante 
a escala de supedicie. Sin embargo, el flujo vertical de calor 
y masa debido a nubes convectivas no puede ser determi­
nado por las propiedades del campo a gran escala, a menos 
de suponer propiamente algun modelo de nube de convec­
cion y en tal periodo preliminar de nuestro estudio es pre­
ferible un modelo sen cillo a otro complicado. 

Cuando se levanta cierta porcion de aire desde la capa 
de superficie y se inicia la condensacion se acelerani el mo­
vimiento ascendente en la mas baja troposfera, donde el codi­
ciente de lapso tiene mayor pendiente que el correspondiente 
al lapso adiabatico humedo del aire. Sin embargo, la tempe­
ratura interior de la nube no es mucho mas alta que en sus 
cercanias, como se esperaria de ese clasico metodo ya que la 
aceleracion produce arrastre dinamico del aire ambiental que 
no estu saturado y requiere calor para continuar en la co­
rriente ascendente. Por ello, la energia de calor latente libe­
rada en la parte inferior de la nube no puede calentar el 
aire ambiental en los mismos niveles, pues el calor es llevado 
hacia arriba por la mayor corriente de masa dentro de la 
!lube. Al decelerarse la COITiente ascendente en la parte su­
perior de la nube, el aire que viene de abajo se convierte 
en aire ambiental a esos niveles. 

Aplicando este simple cuadro de conveccion de nubes al 
presente modelo de cicloll debe asociarse la capa mas baja 
con niveles de arrastre hacia nubes y la capa mas alta con 
niveles de desprendimiento. Aunque ni la temperatura ni la 
humedad se consideran explicitamente en elmodelo, el efecto 
energetico de nubes convectivas puede illtroducirse por me­
dio de circulacion de masa a traves de la interfase de ambas 
capas. lVlas especificamente, para cada masa unitaria de flui­
do desprendida desde la capa de superficie a la inferior, se 
suponen 7] unidades de masa que cambian de densidad y 
entran en las capas superiores. Puesto que el volumen especi­
fico de un fluido incompresible es en tales circunstancias 
unulogo a la temperatura potencial de la atmosfera, la reduc­
cion en densidad del fluido corresponde al calentamiento dia­
batico. El factor de arrastre 7] puede determinarse por el an­
terior modelo de nubes por analogia si los campos de tempe­
ratura y humedad a gran escala se suponen conocidos. Di­
gamos la temperatura potencial equivalente en promedio del 
aire superficial es (11 e) 0' el de la capa mas baja es (11 e) 1 y 

el de la capa mas alta (e J 2' el factor de arrastre puede 
expresarse por 

The principal features which characterize the present model 
as an appropriate one for tropical cyclones are the hypothe­
sized treatment of the cloud-scale convection as thc energy 
source for the large scale motion and the nature of the 
coupling between them. 

A large proportion of the inward mass flux in a tropical 
cyclone occurs in a relatively shallow layer aboye the sea 
surface as the result of surface friction. Because of th,~ 

high equivalent potential temperature in this layer, tall con­
vective clouds will develop in the region where the large 
scale surface inflow converges. However, the vertical flux 
of heat and mass due to the convectiye clouds cannot be 
determined from the large scale field properties, unless some 
model of cloud convection itself is assumed. At this pre­
liminary stage of our study, a simple model is preferred to 
an elaborate one. 

When a parcel of air IS lifted from the surface layer 
and condensation starts, the upwards motion will be acceler­
ated in the lower troposp~ere where the lapse rate is steeper 
than the moist adiabatic lapse rate of the parcel. However, 
the temperature inside the cloud is not so much higher than 
the surroundings as expected from the classical pared 
method, because the acceleration results in dynamical en­
trainment of environmental air which is not saturated and 
requires heat to remain in the updraft. Therefore, the latent 
heat energy released in the lower part of the cloud is not 
considered to warm up environmental air at the samc levels. 
Instead, the heat is carried upward by the increased mass 
flux inside the cloud. As the updraft is decelerated in the 
upper part of the cloud, the air pumped up from below is 
turned into environmental air at those leH~ls. 

In applying this simple picture of cloud convection to 
the present cyclone model, the lower layer is to be asso­
ciated with the leyels of entrainment into clouds and the 
upper layer with the levels of detrainment. Although neither 
temperature nor humidity is explieitly carried in the model, 
the energetical effect of convective clouds can be introduced 
by means of the mass flux across the interface of the two 
layers. More specifically, for each unit mass of fluid liftcd 
into lower layer from the surface layer, 7} uni ts of mass are 
assumed to change density and to enter the upper layer. 
Since the specific volume of an incompressible fluid is, in 
these circumstances, analogous to potential temperature of 
the atmosphere, reduction in density of the fluid corres­
ponds to diabatic heating. The entrainment factor, 7], can 
be determined through the above cloud model by analogy, 
if the large scale fields of temperature and humidity an! 
assumed known. Namely, if the average equivalent poten­
tial temperature of the surface air is (11 e) 0' that of the 
[O\\-er layer (11 J l' and that of the upper layer (11 e) 2 ' 

the entrainment factor may be given by 

( l1e)o - (110)1 

(l1i)~-': (l1 o)l 
(1) 
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Una estimacion aproximada que se basa en los datos medios 
de verano sobre las Iudias Occidentales (Jordan, 1958) da 
7), a un yalor entre tres y euatro. 

Debe notarse que las nubes eonvcetivas se suponen aqu! 
similares en su totalidad y a1canzando altura predetermina­
da. Normalmente, en modelos dinamicos de eonyeecion de 
nubes, se eonsidera su altura como alga que pucde predeeir­
se mas quc manifestarse y a pesar de ella, para pronostiear 
espeeificamente la altura de una nube debe suponerse su 
dimension horizontal. Consecllcntemente, la presente discu­
s:on es mas practica que profunda aunque las alturas de las 
nubes COl1vectivas en un cidon tropical no son ciertamente 
uniformes. En particular los pequefios cumuli pueden no ser 
importantes en terminos del total de calor que producen, 
aunque pueden modificar gradualmente los campos ambien­
tales afectando la conducta de l1ubes mas altas a 10 largo del 
proceso. En el presente modelo faltan ese y otros mecanis­
mos que llevarian a la variacion del factor de arrastre. Tan 
grande simplificacion debe corregirse en el futuro. 

FORMULACION MATEMATICA DEL MODELO 

A menos que sea indica do espeeificamente, las cantidades 
COIl indiee 1 se refieren en 10 que sigue a la eapa inferior 
(de las dos capas prineipales) y con el in dice 2 se rO£ieren 
a la eapa superior. EI indiee simbolico j se usara suponiendo 
j = 1 Y 2 , cuando haya referencias par igual a las dos capas. 
EI espesor de cad a capa h

j 
, la componcnte tangcncial (k 

velocidad \ y Ia componente radial u. son funcion del tiem-
J J 

po t y del radio r. La densidacl de la cap a mc1S baja se su-
pone que sea la unidad y de la capa mas alta () , ya que el 
valor absoluto de Ia densidad no es importante en este mode­
lo. Al mediI' la estabilidad estatica interna a = 1 () debe 
resultar positiva. 

La circulacion de masa "diabatiea" entre la cap a inferior 
y la superior, que representa el eIecto de ealentamiento por 
nubes COI1YectinlS pOl' area unitaria, queda indicado pOI' Q? . 
Para simular enfriamiento pOl' otros proeesos £isieos puede 
introclucirse Ia circulacion de masa en direccion eontraria Q

1 
en favor de Ja generalidad. La eeuacion de continuiclad para 
cad a eapa puede expresarse como sigue 

A rough estimate, based on the summer mcan data OYC1" 
the West Indies (Jordan, 1958), gin-s 1) a yalue between 
three and four. 

It should be noted that convective clouds, here, are as­
sumed all alike and to reach a predetermined height. Nor­
mally, in dynamical models of cloud convection, the cloud 
height is regarded as something to be predicted rather than 
to be given. However, in order to predict the height of a 
cloud specifically, an assumption has to be made about the 
horizontal dimension of the cloud. Therefore, the present 
approach is more practical, if not profound. Howeyer, the 
heigh:s of convective clouds in a tropical cyclone are cer­
tainly not uniform. In particular, small cumuli may not be 
important in terms of the amount of heat they produce, hut 
they can gradually modify environmental fields so that 
behaviors of taller clouds will be affected in the long run. 
In the present model, this and other mechanisms which 
would lead to yariation of the entrainment factor is lack­
ing. This oyersimplification should be corrected in the future. 

MATHEMATICAL FORMULATION OF THE MODEL 

In the following, unless otherwise specified, quantities 
with the subscript 1 refer to those in the lower layer (of 
the two main layers) and quantities with the subscript 2 
refer to those in the upper layer. The symbolic subscript j 
will he used, implying j = 1 and 2, when references are 
equally made to both layers. The thickness of each layer, 
h

j 
, the tangential component of yelecity, Vj , and the radial 

component, u
j 

, are fUllctions of time, t, alld radius r. The 
density of the lower layer is assumed to he unity and that 
of the upper layer, (), since the absolute value of density 
is not important in this model. A measure of internal static 
stability, a = 1 - () , should be positive. 

The "diabatic" mass flux from the lower layer to the 
upper, which reprcsent the effect of heating by COIlyectiYe 
clouds per unit area, is denoted by Q2 . In order to simulate 
cooling by other physical processes, the mass flux in the 
reverse direction, Q1 ' may be introduced for the sake (\1 
generality. The equation of continuity for each layer is, then, 
written as follows: 

(2) 

(7 (7 1 
-- h = - w + - (Q - 0 ) at 2 ror' 2 () 2 q 

don de VI y <12 son las cireulaciones radiales en yolumen (po­
sitivas haeia adentro) por unidades radianas en las dos capas 
prineipales que son definidas pOl' 

where ';;1 and <I~ are the radial yolume fluxes (positive 
inwards) per unit radian in the two main layers, which are 
defined by 

tit· = - h. 11. r 
I J J J 

y % es la circulaci6n radial en la capa de superficie. Ya que 
el espesor de la iiltima capa 5e supone comslanle, la yclocidad 

and <10 IS the radial flux in the surface layer. Since the 
thickness of the last layer is assumed to he a constallt, 
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vertical w () pOl' encima de la capa de superficie se expresa 

simplemente por 

o 

the vertical velocity, wo ' at the lup of the surface layer is 
simply given by 

w =--tf; 
o ror 0 

Si la velocidad yertical ,\T 0 es posltlva puede suponerse 
que las nubes de cOJ1Yl'ccion crecen sobre tales areas y que 
d calor y la masa son transportados pOl' eHas a la capa su­
perior. Por otm parte, si Wo es negativa, no puede suponerse 
que haya acfiyidad apreciable de conveccion de nubes. Asi, 
bajo tales supuestos que introdujeron el factor de arrastre 7J , 

la circulacion de masa adiabatica Q;) queda expresada pOI' 

If the vertical velocity, ""0' is posltlve, it IS assumed 
that cOJ1Yective clouds grow over such areas and that head 
and mass are transported by them to the upper layer. On 
the other hand, if \\'0 is negative, no significant activity 
of cloud convcction is assumed to occur. Then, under the 
previous assumptions which introduced the entrainment fac­
tor, 7J, the diabatic mass flux, Q2' is giyen by 

7J ""0 if Wo > 0 
(3 ) 

o if Wo « 0 

Las ecuaciones de mO\1mlento para la componente tan­
gcncial se expresan como sigue, al tomarse en cuenla varia­

ciones en d espesar y supuesto camhio de masas entre ambas 
capas: 

The equations of motion for the tangential component 
are written as follows, due account being taken of the 
variation in the thickness and the assumed exchange of mass 
between the two layers: 

() f + ~1 1 a 
-v r=--tf; +-(Z +-L) at 1 h 1 h 1 ror 1 

1 1 

o I + ~2 1 r a 
-;:;- v? l' = -h- % + -01 (- Z') + - L,,) 
at - < 2 - 12 - 1'01'-

dondc la vorticidad ~. , la transferem:ia vertical de inercia 
J 

angular dchida a deIormacion vertical y cambio de masa Zj Y 

transferencia radial debida a vortices laterales L. se definen 
J 

como sigue 

where the vorticity, ~., the ,erlical transfer of angular 
J 

momentum due to the yertical shear and the mass exchange, 

Zj' and the radial transfer due to the lateral eddies, L j , 

aro defined as follows: 

a 
,. = - (v. r) 

l ror J 

Z. = r (v.) - v1 ) (fh + Q.) 
J - J 

L h 3 0 Vj 
j = A .. r - (-) 

J J or r 

So sup one en la anterior que las fuer2ias de friccion son linea­
les con coeficicnte constante p, , A1 Y A2 . EI esfuerzo tangen­
cial debido a deformaoion vertical en la interfase es dado 
pOl' p,(v2 Y1) en tanto que A1 y A3 son los coeficientes de 
viscosidad cinematica de vortice en las capas respectiYas que 
se deben a vortices latentes. 

El papel mas importante de las ondas de gravedad en un 
eiclon tropical 10 tienen algunas internas inestables que pue­
den original' nubes COI1vcctivas lib res. Puesto que sus efectos 

so tom an en cuenta tamhien en ,arias maneras, pueden eli­
minarse las ondas de gravedad en el modelo que pretende re­
presentar solamente los campos de cambios lentos, logrt'mdose 

tal eliminaci6n ell 10 general pOl' el usa de la ecuacion de 

In the above, frictional forces are assumed to he linear 
with constant coefficients, p" Al and A;). The tangential 
stress due to vertical shear at the interface is given by 
/L(v2 y1), while A1 and A2 are the kinematic eddy vis­
cosity coefficients due to the lateral eddies in the respective 
layers. 

The most important role of grayity waves 111 a tropical 
cyclone is played by unstable internal gravity waves which 
giye rise to the frce convective clouds. Since their effects 
are taken into account otherwise, all the gravity wayes 
may he eliminated in the model, which is intended to repre­
sent only the slowly changing fields. This elimination is 
achieved generally by the use of the balance equation and) 
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equilibrio y en e1 easo dc simelria circular, pOI' reduccion de 
esa eeuaeiO'l a olra de viento gradiente. 

in the case of circular symmelry, the balance equation ;;; 
reduced to the gradient ,rind equation 

( f + ~) v. = ~ 1> r J or j 
(5) 

donde f es el pariimetro de Coriolis y los geopotenciales <P j 

se deIinen por 

Ya que la condicion de equilibrio (5) se supone cons­
tante para todo tiempo, las eirculaciones radiales 'flY 'f 2 

deb en determillarse de tal manera que la variacion en tiempo 
de las velocidades tangenciales pronosticadas por (4) y de 
los campos de espesor por (2) sean consistentes con (5). 

Las condiciones de consistencia se obtienen en la siguiente 
forma: 

where f is the Coriolis parameter, and the geopotentials, 
<Pj , arc defined by 

(6) 

Since the balance condition (5) is assumed to hold for 
all time, the radial fluxes, 0/1 and 'f2' should be determined 
in such a way that the time variation of the tangential 
velocities predicted by (4) and the time variation of the 
thickness fields predicted by (2) arc consistent with (5). 

The consistency conditions are obtained in the following 
form: 

(7) 
o 0 

r -::;- (-",- (.y1 + .y.,) - A" .y.) = B.) ur rur ~ - - -

donde where 

2 v· 
( f + _J) (f + ?;) (g h.)-l 

r J J 

y los terminos del lado derecho B1 y B2 ' representando com­
binaciones de los terminos forzados termico y friccionaI. Para 
resolver (7) para las circulaciones radiales pueden suponersc 
las siguientes condicioEes de frontera: 

.y. 
J 

o 

donde rmax es un radio suficientemente grande. Si tanto Al 
como Az son positivos, las partes homogeneas de (7) poseen 
una integral definida positiva que permite la comprobacioll 
de Ia unica solucion bajo las condiciones de frontera dadas. 
En los calculos numericos reales la vorticidad absoluta en la 
capa superior se haee negativa en un limitado intervalo de 
radios. Sin embargo, no ha introducido dificultad para re­
solver un aniilogo de diferencia finita de la ecuacion (7). 
Debe notarse que la unica solucion analitica en ese complejo 
caso tambien puede demostrarse si la magnitud del A2 nega­
tivo es pequeiia. 

Para una especificacion completa del presente modelo se 
requiere otra ecuacion que determina la circulacion de en­
trada de Ia capa de superficie. Charney y Eliassen (19!['9) 
illtrodujeron Ull metodo apropiado para delerminar d trans-

and the right-hand side tfCrms, Bl and £2' do not contain 
.y1 or o/z' and represent combinations of the thermal and 
the frictional forcing terms. In order 10 soh'e (7) for the 
radial fluxes, the following boundary conditions may be a3' 
sumed: 

y a 
and at r - rmax ' 

where rma" is a sufficiently large radius. If both A1 and 
A2 are positive, the homogeneous parts of (7) possess a 
positive-definite integral, from which uniqueness of the so­
lution under the given bonndary conditions is easily proved. 
In actual numerical computations, the absolute vorticity in 
the upper layer has been found to become negative in a 
limited interval of radii. However, it has not caused any 
difficulty in solving a finite-difference analogue of the 
equations (7). It may be noted here that uniqueness of the 
analytical solution in such a mixed case also can be demon­
strated if the magnitude of negative A~ is small. 

For a complete specification of the present model, one 
more equation is required in order to determine the sur­
face layer inflow. Charncy and Eliassen (19/J9) introduced 
an approximate method which determines the crof)s-isobaric 
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porte de masa trans-isobarica en la capa de frontera planeta­
ria sin caicular detalladamcnte Ia estructura del viento y 
manteniendo alm Ia aproximaeion casi-geostrofica. EI mismo 
metodo fue usado tambien por EHassen (1959) es su estudio 
de frontogenesis. Si ese metodo aproximado se aplica al pre­
sente caso de una circulacion casi-balanceada simetrica cir­
cular, la circulacion radial friccional % debe determinarse 
por la ecuacion 

doude la componente langencial del esfuerzo de superficie se 
supone proporcional aI cuadrado de yiento gradiente y CD es 
eI cocficiente de arrastre. 

Sin embargo, los resultados de integracion numerica con 
el modelo han demostrado que por desgracia la validez de Ja 
aproximacion (8) se hace dudosa cuando el desarrollo de 
la circulacion llega a ser fuerte. Mas adelante se conmentani 
este aspecto en el trabajo. 

ANALISIS LINEAL DE LA PERTURBACION 
EN EL MODELO 

EI presente modelo del desarrollo de ciclones tropicales 
supone una perturbacion pre-existente de fuerza fin ita antes 
de que actuen los mecanismos considerados. Consecuente­
mente, el modelo no puede aplicarse a una etapa muy tem­
prana de las perturbaciones tropicales, aunque todavia sea 
util e interesante examinar algunas de sus caracteristicas di­
nillnicas por ll1edio de Ull sistema lineal de ecuaciones sobre 
el supuesto que las amplitudes de campos de movimiento son 
infinitamente pequefias. Para no borrar el ciecto de friccion 
superficial de sistemas Iinealizados, el esfuerzo de superficie 
se supolle proporcional a la velocidad del viellto. En favor 
de la simplicidad, pero sin ahemr el caracter basico del mo­
delo linealizado, puede suponerse una simetria parcial sobre 
coordenadas cartesian as. As!, la ecuacion (8) sera reempla­
zada en csta seccion por 

rlonde k es el coeficiente lineal de friccion. Para facilitar 
el trabajo matematico, aunqm~ no sea necesario, la formula 
condicionaI (3) se reemplaza por 

para cualquier signo de wo' EI enfriamiento Q
1 

es igual 
a cero. 

Ya que el modelo de analisis lineal, incluyendo la for­
ma sinuisoidal de las soluciones es uniforme, no se repro­
duciran aqui los detalles. La ecuacion caracteristica del 
in dice de desarrollo y se obtiene en la forma 

mass transport in the planetary boundary layer without 
computing detailed wind structure and still maintaining the 
quasi-geostrophic approximatiOli. The same method was used 
again hy Eliassen (1959) in his study of frontogencsis. 
If this approximate method is applied to the present case 
of a circular symmetric, quasi-balanced flow, the frictional 
radial flux, 0/0 ' is to he determined from the equation 

(8) 

where the tangential component of the surface stress has 
been assumed to be proportional to the square of the gra­
dient wind and CD is the drag cocfficient. 

Unfortunately, however, results of numerical integration 
with the model has shown that validity of the approximation 
(8) becomes questionable as the computed circulation grows 
fairly strong. Further comments on this will be given later 
111 the paper. 

THE LINEAR PERTURBATION ANALYSIS 
OF THE MODEL 

The present model for tropical cyclone deYClopmcnt as­
sumes a pre-existing disturbance of finite strength before 
the mechanisms considered in the model take oyer. There­
fore, the model should not be applied to a very early stage 
of tropical disturbances. However, it is still useful and in­
teresting to examine some dynamical characteristics of the 
model, by means of the linearized system of equations, 
under the assumption that amplitudes of motion fields are 
infinitesimally small. In order not to wash out the effect 
of surface friction of the linearized system, the surface stress 
is assumed to be proportional to the wind speed. For the 
sake of simplicity, but without altering the basic character 
of the linearized model, slab symmetry on cartesian COOf­

dinates may be assumed. Then, the equation (8) is replaced, 

where k is the linear friction coefficient. For the sake of 
mathematical expediency, although it is not necessary, the 
conditional formula (3) is replaced by 

for either sign of wO . Cooling, Ql' is taken to be zero. 

Since the method of linear analysis, including the SI­

nusoidal form of solutions, is standard, details will not be 
reproduced here. The characteristic equation for the growth 
rate, y, is obtained in the form 

ay2+by+c=O 

donde los coeIicicntes a, b y c dependen de las constantes 
fisicas del mode!o y de la ('scala horizontal de una pertur-

where the coefficients a, band c depend on the physical 
constants of the model as well as on the horizontal scale of 
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bacion. Se demuestra que ninguna raiz de la ecuacion 
cuadriitica puede ser positiva 0 tener una parte real posi­
tiva sin 'f} < 1, pues los tres coeficientes son entonces 
positivos. Por ello, 

a disturbance. It is shown that no root of the quadratic 
equation can be positiye or have a positivc real part if 
'I] < 1, because all threc coefficients are, then, found positive. 
Therefore, 

'I] > 1 

PS una condieion necesaria para que una perturbacion se 
desarrolle. Por definicion el factor de arrastre 'I] cuando 
es menor que la unidad implica que ci aire en Ia eapa suo 
perficial no tiene una cantidad suficiente de calor latente 
para levantarse hasta la capa superior. Por tal razon, el 
anterior criterio impliea la posible existeneia de altas nubes 
eonveetivas lib res, necesaria para el desarrollo de una per­
turbaeion a eseala de eiclon. 

Se obtienc una expresion simple del coefieiente de des· 
arrollo al suponcr que todas las fricciones intern as equi­
valen a cero. A la escala de una perturbacion, la anchura 
media de la region de movimiento ascendente l puede 
usarse si se asume que ambas capas son del mismo espeSOl" 
constante H cuando no hay perturbaeion. Introduzcase el 
radio de dcfol"macion interna de Rossby R definido pOl' 

is a necessary condition for a disturbance to grow. From 
its definition, the entrainment factor, '1], of less than unity 
implies that the air in the surface layer docs not have a 
sufficient amount of latent heat to lift tiselft to the upper 
layer. Therefore, the above criterion implies that the possihle 
existence of tall, free convective clouds is necessary for the 
growth of a cyclone-scale disturhance. 

A simple expression of the growth rate is obtained if 
all internal frictions arc assumed to be zero. For the scale of 
a disturbance, the half width of the region of ascending 
motion, I, may be used. Assume that the two layers are of 
the same constant thickness, H, when undisturbed. In­
troduce Rossby's radius of internal deformation, R, defined 
hy 

R=agH/f2 

donde a es la medida previamente definida de estabilidad 
estatica interna. Si a = 0.1, g = 9.8 111 seg-2 , H = 5 Km 
y f = 5 X 10-5 seg-1 , el radio dc deformaeion R es de 
1,400 Km. Introduzcase tambien el panimetro escalar no­
dimensional q definido por 

where a is the preyiously defined measure of internal static 
stability. If a = 0.1, g = 9.8 m sec2, H = 5 Km and 
f = 5 X 10-5 sec-I, the radius of deformation, R, is 1,400 
Km. Introduce, also, the non-dimensional scale parameter, 
q , which is defined by 

q (2/T.)· (lIR) 

El in dice de desarrollo se cscribc, pues, como The growth rate is, then, written as 

k ('I] - 1) - q2 
Y = H 1 + 2 q2 + a q4 

Es claro otra vez en este caso especial que ninguna pertur­
bacion se desarrollaria a menos que 'I] > 1. Para pertnr­
haciones de unos cuantos cientos de kilometros (en que 
q2 ~ 1), los coeficientes de desarrollo son casi independien­
tes de sus escalas. Para perturbaciolles mayores Ia estabilidad 
inercial dehida a la rotacion terrestre se hace mas efectiva 
y por ello, cuando 'I] > 1, el coeficiente de desarrollo dismi­
nuye al aumentar Ia escala y puede hacerse negativo para 
perturbaciones muy gran des cuyas escalas son comparables 
a R 0 mayores. 

Cuando las fricciones internas, especialmente Ia visco· 
sidad de vortices laterales se toman en cuenta, las pertur­
haciones muy pequenas se hacen peculia res. En la Fig. 1 
se muestran ejemplos numericos del coeficiente de desarrollo 
en funcion de Ia esc ala horizontal para diversos valores 
de '1]. Los valores supuestos de constantes fisicas, ademas 
de los ya men cion ados, son: Ia viscosidad de vortices late­
rales, .\1 = .\2 = 103 m2 seg-1 ; el coe£iciente de friccion 
lineal para esfuerzos de superficie k = 1.5 X 10-2 m seg-1 

It is clear. again m this special case, that no disturhance 
,,,-ould grow unless 'f} > 1. For disturhances of a few hundred 
kilometers (for which q2 < 1), the growth rate is almost 
independent of their scales. For larger disturhances, the 
inertial stability due to the earth's rotation becomes more 
effective. Therefore, when 'I] > 1, the growth rate decreases 
as the scale increases and eventually becomes negative for 
very large disturbances whose scales are comparahle to R or 
greater. 

When internal frictions, especially the lateral eddy VIS­

cosity, are taken into account, yery small disturbances be· 
come damped. Numerical examples of the growth rate as a 
function of the horizontal scale are shown in Fig. 1 for 
various value of 'I] • The assumed values of physical constants, 
besides those already mentioned, are: the lateral eddy vis­
cosity, .\1 = .\2 = 103 m2 sec-I; the linear friction coef­
ficient for surface stress, k = 1.5 X 10~2 m secl- (correspond­
ing to CD - 1.5 X 1O~3 with wind speed of 10 m sec-J) ; 
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(eorrespondiente a CD = 1.5 x 1O·~' eOll yeloeidad de vicllla 

de 10 m seg 1
) y eI coeficiente para el esfuerzo en la in­

terfase fJ" = 10-3 m seg-1 • 

Los eoefieientes de desarrollo maximo del orden de 10'(; a 
10':' seg-1 (0 el faclor de multiplicacion de uno a varios dias) 
parece muy razonable para la etapa de desarrollo de ciclo­
!les tropicales. Sin embargo, ya que las curvas de coeIicientes 
de desarrollo se aplanan mucho para la escala entre 50 y 
500 Km, no tiene caso discutir eual escala se preHere. 
Para determinar eI verdadero lamano de un ciclon tropical, 
In no-linealidad del problema parece ser un factor im­
portanle. 

ALGLNOS HESULTADOS DE INTEGHACION NUMERICA 

La integracion de tiempo en el modelo comienza con 
Ull debil vortice dado. Las distribuciones de la velocidad 
tangencial 0 del espesor de cada capa pueden especificarse 
como cOlldicion inicial. La distribucion concur rente del 
resto de los campos est a determinada segiin la ecuacion 
diagnostica meneionada antes. Cada grupo de ecuaciones 
para prevision (2) 0 (4) puede aplicarse para pronostiear 
el nuevo espesor 0 los campos de vc!ocidad para un pe­
queno periodo de tiempo, ya que los flujos radiales 0/

1 
y 

,y~ se determinan de tal manera que ambos pronosticos sean 
mutuamente consistentes. 

Se repiten en su totalidad los procedimierttos para ade­
Ian tar la integracion en tiempo y se haeen calculos reales 
con los analogos de diferencia finita de las ecuaciones di­
ferenciales. 

Se ha hecho la integracion numenca para vanos casos 
con diferentes grupos de yalores de constantes fisicas, es­
pecialmente del coeficiente de arrastre, la yiscosidad de 
"ortices laterales y el factor de arrastre y tambien con 
algunas condiciones iniciales diversas. Durante el creci­
miento inicial de un vortice debil los resultados calculados 
generalmente concuerdan ('11 cada caso con 10 que pucde 
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and the coefficient for stress at the interface, {< 10--3 

111 sec-! . 

The maximum growth rates of the order of 10-6 to 10-5 

sec-! (or the e-folding time of one to a few days) seem 
to he quite reasonable for the developing stage of tropical 
cyclones. However, since the growth rate curves are almost 
flat for the scale between 50 and 500 Km, it has little 
sense to argue about the most preferred scale. In determining 
the actual size of a tropical cyclone, non-linearity of the 
problem is likely to be an important factor. 

SOME HESULTS OF NUMERICAL INTEGRATION 

The time integration of the model begins with a given 
weak vortex. The distribution of either the tangential velo­
city or the thickness of each layer may be specified as the 
initial condition. The concurrent distributions of all the 
other fields are determined from the diagnostic equations 
previously given. Either set of prognostic equations (2) or 
(4,) may be applied to predict the new thickness or velocity 
fields for a small time period, because the radial fluxes, 
0/1 and 0/2 ' are determined in such a way that both pre­
dictions are mutually consistent. 

The whole procedures are repeated to advance the in­
tegration further in time. Actual computations are made 
with the finite-difference analogues of the differential equa­
tions. 

Numerical integration has been performed for several 
cases with different sets of values of the physical constants, 
especially of the drag coefficicnt, the lateral eddy viscosity 
and the entrainment factor, and also with a few different 
initial conditions. During the initial growth from a weak 
yortex in each case, the computed results are generally 
in agreement with what may be expected from the results 

Fig. 1. Indice de crecllluento de una pertllrbacion de pequeiia 
amplitud en fUl1cion del tamano horizontal. 

Fig. 1. The growth rate of a small amplitude dbturhance as " 
function of the horizontal size . 
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Fig. 3. Distribuciones de flujos radiales a 60 horas y a 90 homs. 
Esta figura se refiere al mismo caso de In Fig. 2. 

Fig. 3. Distributions of the radial fluxes at 60. hours and at 90 hour,. 
This figure refers to the same case as Fig. 2. 
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esperarse de los resultados del amilisis lillealizado. Sin em­
bargo, al continuar el crecimiento, los campos de velocidad 
calculados para cada uno dan Iugar a peculia res distribu­
ciones radiales_ En las Figuras 2 y 3 se muestran los resul­
tados numericos en un caso de ejemplo. 

Los yalores adoplados para algunas constanles fisicas 
en didl0 caso son: CD = 1.5 X 103 , Al = A~ = 103 m!? 
seg-1 , 1] = 3.0. Las distribuciones iniciales de velocidades 
tangenciales, VI y V 2' se muestran en las cm'vas marcadas 
con 0 (hora) en los diagramas derecho e izquierdo de la 
Fig. 2, respectiYamente. EI crecimiento de los moyimicnto!' 
circulares es muy lento al principio, pero se acclera de 
modo gradual al aumentar VI' pues el esfuerzo de super­
ficie es proporcional al cuadrado de v1 . Despues dc alcan­
zar el maximo VI' a unos 15 m seg-1 0 algo asi, el creci­
mien to se acelera catastroficamente y cl ciilculo sc deticn:? 
en 94 .. 7 horas desde el principio. 

La causa directa para la detencion es el desarrollo de 
irregularidades del ccllculo. Sin embargo, la yerdadera 
causa de Ia dificultad claramente parecc estar en la misma 
formulacion del modelo. Como puede verse en la parte 
inf(']'ior de la Fig. 3, el casi discontinuo cambio en ifio ' 
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Fig. -t. De~arrollo de n~loeidade" tangeneiales (Re~t11tados tentati"os 
de UIl moddo modifieado). 

5 

of the linearized- analysis. However, as further the growth 
continues, the computed velocity fields in every case develop 
into peculiar radial distributions. The numerical results of 
an exemplary case are shown in Figures 2 and 3. 

Thc adopted values of some of the physical constants in 
this case are: CD = 1.5 X 103

, Al = '\ 103 m2 sec-I, 
'f/ = 3.0. The initial distributions of the tangential velo­
cities v

l 
and v

2
, are shown by the curves marked with 0 

(hour) on the left and right diagrams of Fig. 2, respectively. 
The growth of the circular motions is very slow initially, 
but gradually accelerated as VI increases, because the sur­
face stress is proportional to the square of VI _ After the 
maximum VI reaches about 15 m sec-lor so, the growth is 
catastrophically accelerated and the computation is brought 
10 a halt at 94.7 hours after the start. 

The direct cause for the halt is development of com­
putational irregularities. However, the real cause for the 
trouble clearly seems to lie in the formulation of the model 
itself. As seen from the lower part of Fig. 3, the almost 
discontinuous change in tfio at about 130 Km from the center 
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Fig. 4. Den,lopmcnt of tangential veloeities. (Tentative results of 
a modified model). 
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cerca de 130 Km des de el centro, indica que el area de 
w() positivo y en consecuencia, el area de conveccion activa 
de nubes estan confinadas en una region anular muy an­
gosta. La tendencia hacia la estrecha region de COl1veccion 
de nubes ya es aparente en la distribuci6n de 0/9 en 60 
horas, mucho antes de desarrollarsc las irregularid~des del 
calculo. 

En tanto quc el efecto de estrechamiento es un resul­
tado de todas las hipotesis interrelatiyas en el modelo for­
mulado, el eslabon mas debil del modelo parcce ser la 
formulacion de Ia corriente de entrada de la capa dc super­
ficie. La formula aproximada (8) se basa en el supuesto 
de que el momento angular disipado por el esfuerzo de su­
perficie se compensa local mente por la clara adveccion del 
momento angular absoluto debido al flujo radial. En otms 
palabras, no se toman en consideracion el balancc de mo­
mento angular del flujo de masa vertical 0 del esfuerzo de 
vortice arriba de Ia capa de superficie. Una estimacion 
burda muestra que si el primero contribuye algo en el caso 
de una divergencia 0 convergencia de .yo tan grande como 
la Fig. 3, resulta despreciable. 

Han sido ensayados unos cuantos tipos de modificacio­
nes en la formula (8). Las distrihuciones result antes de 
campos de velocidad demuestran ser muy sensibles a di­
chas modificaciones, indican dose algunos resultados intere­
santes en la Fig. 4 con cl uso de una formula alterna 

En lugar de (8) y ademas, con un debil supuesto para 
introducir una variacion de espacio·tiempo del factor de 
arrastre dependiente de los campos de espesor calculados. 
Sin embargo, queda una dificuItad teo rica para cOJ1side­
rar consistentes tanto la integral del momento angular 
como la integral de cnergia en este caso y los resultados 
en la Fig. 4 deben considerarse provisionales. 

EI presente modelo, si va a considerarse como propues­
to especificamente para un ciclon tropical, resuIta defec­
tuoso. Pero es el principio de un nuevo encaramiento para 
entendcr mejor los ciclones tropicales desde el punto de 
vista dinamico. Dcbe hac('j'sc mas trabajo siguiendo cslc 
tratamiento. 
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indicates that the area of positive w 0 and, therefore, the 
area of active cloud convection are confined in a very nar­
row annular region. The tendency toward the pinched region 
of cloud convection is already apparent in the distribution 
of 'flo at 60 hours, long before the computational irregularities 
develop. 

While this pinch effect is a rcsult of all thc interlocking 
hypotheses which have been formulated into the model, the 
weakest link of the model seems to he the formulation of 
the surface layer inflow. Thc approximate formula (8) is 
based on the assumption that the angular momentum dissipat. 
cd by the surface stress is locally compensated by the 
net advection of the absolute angular momentum due to the 
radial flux. In other words, no contribution to the angular 
momentum budget from the vertical mass flux or from the 
eddy stress at the top of the surface layer is taken into 
account. A rough estimate shows that the contribution from 
the former alone is anything but negligible if the divergence 
or convergencc of .yo is as largc as shown in Fig. 3. 

A few types of modifications of formula (8) have been 
tried. The resulting distributions of velocity fields have 
proved to be quite sensitivc to such modifications. Some in­
teresting results such as shown in Fig. 4 have he('n obtained 
with the use of an alternative formula 

in lieu of (8) and, in addition, with a crude assumption 
to introduce space-time variation of the cntrainment factor 
depending on the computed thickness ficlds. Howevcr, there 
remains a theoretical difficulty in making both the angular 
momentum integral and the energy integral consistent in this 
case. The results shown in Fig_ 4 should be considered 
tentative. 

The present model, if it is regarded as a specifically 
proposed model of a tropical cyclone, has proved to be dc­
f('ctive. However, this is the beginning of a new approach 
toward a better understanding of tropical cyclones from the 
dynamical side. More work has to be done on this general 
line of approach. 
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