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SUMARIO 

Se deriva Ia solucion para eI movimiento de la interfase de 
dos liquidos no miscibIes limitados al espacio poroso entre dos 
esferas concentricas. EI movimiento del fluido se produce por Ia 
accion de la gravedad y est Ii gobernado por Ia Ley de Darcy. Para 
obtener Ia soIucion, el problema se simpIifico en dos sentidos, por 
una parte eI caso Ilmite de nna capa de espesor cero fue consi
derado y por otra las condiciones en Ia frontera se Iinearizaron. 
Sin embargo, se obtiene una soIucioll que satisface las condiciones 
compIetas no-Iineares en Ia frontera, cllando Ia interfase es plana 
inicialmente. 

Se determino el tiempo necesario para que la desviacion ma
xima de la interfase desde Ia posicion de equilibrio decrezca por 
el factor lie. 

Los resultados se compararon con los presentados previamente 
por Kidder (1956) en uu problema similar. 

Usando los resultados de este estudio, se discute el origen de la 
inclinacion de los contactos petroIeo-agua en campos petroIeros. 

INTRODUCCION 

En este articulo presentamos una solucion analltica para 
el movimiento de la interfase entre dos llquidos 110 miscibles 
restringidos a moverse en el espacio poroso entre dos esferas 
concentricas. Se supone que los liquidos obedecen la Ley 
de Darcy y que el movimiento es producido por el campo 
gravitacional que actua sobre los dos liquidos con distinta 
densidad. Se supone que la diferencia en radio de las dos 
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TRANSIENT BEHAVIOR OF THE INTERFACE 
OF TWO INMISCIBLE LIQUIDS CONSTRAINED 
TO THE POROUS SPACE BETWEEN TWO CON-

CENTRIC SPHERES * 
I. HERRERA ~} '} and W. C. KNUDSEN * * * 

ABSTRACT 

The solution for the motion of the interface between two im
miscible liquids constrained to a porous space between two con· 
centric spherical surfaces is derived. The fluid motion is produced 
hy the action of gravity and is governed by Darcy's Law. In order 
to obtain the solution, the problem is simplified in two respects, 
on the one hand the limiting case of a shell of zero thickness is 
considered, and on the other one the boundary conditions are linear
ized. However, a solution is obtained which satisfies the full non
linear boundary conditions when the interface is plane initially. 

The time required for the maximum deviation of the interface 
from the equilibrium position to decrease by the factor 1/ e is de
termined. 

The results are compared with those presented previously by 
Kidder (1956) for a related problem. 

The origin of tilted oil-water contacts in oil fields is discussed 
in relation to the results of this study. 

INTRODUCTION 

We present in this paper an analytical solution for the 
motion of the interface between two immiscible liquids 
constrained to move in the porous space between two eOll
centric spheres. The fluids are assumed to obey Darcy's 
Law, and the motion is produced by the gravitational field 
acting on the two fluids of unequal density. The difference 
m radius of the two constraining spheres is assumed to be 
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esferas limitantes es pequefia comparada con e1 radio de 
cualquiera de elIas, de tal manera que podemos ubordar 
e1 problema consider an do el caso llmite de una cupa de es
pesor cero. EI problema se simplifica aun mas por lineari
zacion de las condiciones de frontera. Una discusion del 
metodo de linearizacion de las condiciones de frontera en 
un problema similar ha sido present ada pOl' Stoker (1957). 
Derivamos una solucion que satisface las condiciones totales 
no-lineares de frontera para una interfase inicialmente plana 
cuando el espesor de la cap a es cero. Como se conocen tan 
poeos ejemplos de soluciones cxaetas para problemas con 
condiciones flotantes de frontera, la solucion que aqui se pre
senta no carece de interes teorico en si misma. Sin embargo, 
el proposito principal de estc trabajo, se refiere a una contro
versia concerniente al origen de interfases petroleo-agua in
clinadas que se observan en algunos campos petrol eros, para 
las cuales las aproximaeiones usadas en este trabajo son muy 
adecuadas, pues la relacion del espesor al radio de curvatura 
en Ia mayoria de los depositos de petroleo, asicomo la in
clinacion del contacto petroleo-agua son muy pequefias. La 
solucion podria aplicarse tambien al movimiento de ajuste 
de una lente de agua salada contenida en un sinclinal. Pre
viamente, Kidder (1956) investigo el movimiento de la in
terfase entre dos fluidos no miscibles forzados a moverse en 
una region rectangular bidimensional. La investigacion que 
se presenta aqui es una extension de la investigacion ante
rior a una geometria mas reali8ta tridimensional. 

1. APLlCACION DE LOS RESULTADOS A LAS INTERFASES INCLl

NADAS PETROLEO-AGUA. 

Hubbert demostro en 1940 que la intcrfase de separacion 
de dos fluidos distintos contenidos en un medio poroso se 
inclinaria con respecto al horizonte cuando cualquiera de 
los fluidos 0 ambos estuviesen en movimiento estaciona· 
rio. Un ejemplo es la inclinacion de la interfase entre 
agua dulce y agua salada en los acuiferos cost eros de agua 
dulce. Posteriormente, Hubbert (1953) propuso que Ia in
clinacion de Ia interfase petroIeo-agua, observada en mu
chos campos petroleros, era causada por el movimiento del 
agua freatica asociada. 

La sugestiol1 de que algunas interfases petroleo-agua es
tan inclinadas como resultado del movimiento del agua frea
tica no ha sido universalmente aceptada (,(leeks, 1958). La 
incliuaciol1 de la interfase petroleo-agua podria deberse a 
otras causas, pero el resultado del presente estudio demues
tra que Ia inclinacion de la interfase petroleo-agua pucde 
atribuitse a causa tectol1ica post-acumulacion --una explica
cion popular- solamente cuando prevalezcan condiciones 
muy poco comunes en los reservorios petroleros. 

Considerese un campo petrolero anticlinal limitado a la 
region porosa entre dos margas (Fig. 1). La permeabilidad 
de la roca del reservorio es habitualmente del orden de al
gunas decenas de milidarcy, mientras que la permeabilidad 
de la marga es menos de un microdarcy (Goudouin y Scala, 

small compared with the radius of either, so that we can 
approximate the problem by considering the limiting case 
of a shell of zero thickness. We further simplify the problem 
by linearizing the boundary conditions. A discussion of the 
method of linearization of the boundary conditions in a 
similar problem is presented by Stoker (1957). For an in
terface which is initially plane, and -for zero shell thick
ness, we derive a solution which satisfies the full non-linear 
boundary conditions. Since so few examples of exact so
lutions for problems with floating boundary conditions are 
known, the solution here presented does not lack theoretical 
interest in itself. However, the main ,purpose of this work 
bears on a controversy concerning the origin of tilted oil
water interfaces observed in some oil fields, for which the 
approximations used in this work are rather suitable, be
cause the ratio of the thickness of most oil reservoirs to its 
radius of curvature as well as the tilt of the oil-water contact 
are usually very small. The solution should also be applic
able to the transient adjustment of a salt water len~ contain
ed in a syncline. Kidder (1956) previousI y investigated 
the motion of the interface between two immiscible fluids 
constrained to move in a two dimensional, rectangular 
region. The investigation presented here is an extension of 
this previous investigation to a more realistic, three dimen
sional geometry. 

1. ApPLICATION OF RESULTS TO TILTED OIL-WATER INTER

FACES. 

Hubbert in 1940 showed that the interface separating 
two distinct fluids contained in a porous medium would be 
tilted with respect to the horizon when either or both of the 
fluids was in steady-state motion. An example is the tilt 
of the fresh-water, salt-water interface in coastal fresh-water 
aquifers. Later, Hubbert (1953) proposed that the tilt of 
the oil-water interface observed in many oil fields was caus
ed by the movement of the associated ground-water. 

The suggestion that some oil-water interfaces are tilted 
as the result of ground-water motion has not been univer
sally accepted (Weeks, 1958). Oil-water interface tilts may 
result from other causes, but the results of this study de
monstrate that oil-water interface tilts may be attributed to 
post-accumulation tectonic tilting -a popular explanation
only when rather unusual oil reservoir conditions prevail. 

Consider an anticlinal oil field constrained to the porous 
region between two shales (Fig. 1). Reservoir rock per
meability is usually of the order of a few tens of millidarcy, 
whereas, the shale permeability is probably less than a 
microdarcy (Gondouin and Scala, 1958). We neglect the 
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Campo petrolero anticlinal limit ado a la region porosa 
entre dos margas. 

y 

Fig. 1 

l 

Anticlinal oil field constrained to the porous region be
tween two shales. 

LiQUIDO 2 LIQUID 2 

Region bidimensional y parametros para el modelo de 
Kidder. 

Fig. 2 

1 

Two dimensional region and parameters for Kidder's 
model. 
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1958). Por 10 mismo, hem os despreciado la permeabilidad 
de la marga. Las formaciones de los reservorios no sones
fericas en su naturaleza; sin embargo, los anticlinales se 
aproximan a una porcion de esfera y podriamos considerar 
la formacion mas alIa del anticlinal equivalente al resto 
de la capa porosa esferica del modelo. Se ha probado, ade
mas, que el comportamiento del campo petrolero depende in
sensiblemente de la remocion de la mitad inferior de la capa 
esferica porosa, siempre que el campo petrolero ocupe una 
parte pequena de la otra mitad de la esfera. La permeabi
lidad de la roca del reservorio se supone uniforme. En reali
dad, habitualmente varia tanto en direccion normal como a 
10 largo de los estratos. Sin embargo, se puede asignar un 
promedio burdo de permeabilidad a la roca del reservorio. 
El modelo que aqui se presenta no podria aplicarse a un 
campo disectado por zonas impermeables de fallas. 

Suponemos que inicialmente la interfase petroleo-agua es 
un plano inclinado en un angulo pequeno con respecto al 
horizonte. Demostramos, despues, que el desplazamiento ma
ximo, h, de la interfase desde la posicion de equilibrio de
crece exponencialmente con el tiempo. 

EI tiempo, T, requerido por h para disminuir a l/e de 
su valor inicial esta dado aproximadamente por la ecuacion, 

T ~ 0.12 

don de T es el tiempo en anos; Pw Y Po' la densidad del 
agua y del aceite en gr/ cms respectivamente; L, el diametro 
del campo en pies; H, la altura de la columna del aceite en 
pies; fLw Y /Lo la viscosidad del agua y del aceite en centi
poises respectivamente; f, la porosidad fraccional; y k, la 
permeabilidad en milidarcys. Estas unidades mixtas se esco
gieron para que estuvieran de acuerdo con las que habitual
mente se usan en la tecnologia del petroleo. 

Para mantener en situacion constante una inclinacion 
de 2h/L, la formacion deberia estar rotando a una velod
dad angular de 2h/LT (vease ecuacion 3.7). Supongase, por 
ejemplo, que un campo petrolero tiene una inclinacion de 
10 en el contacto petroleo-agua y presenta los siguientes valo
res razonablemente tipicos para los parametros significantes 
del eampo: Pw - Po' 0.3 gm/cms ; L, 16,000 pies; H, 200 pies; 
w, 0.6 centipoise; /1,0' 1.0 centipoise; f, 0.15 y k, 100 mi
lidarcys. El tiempo de relajamiento T, para este campo es 
aproximadamente 1,000 anos. La formacion tendria que estar 
rotan do eon una rapidez de 10 por 1,000 anos para man
tener la inclinacion presente del contacto petroleo-agua. Esta 
veIocidad de rotacion de la formaci on es de un orden 100 
veces mayor que la veIocidad geologica tipica. 

EJ valor de T puede aproximarse a tiempos geologicos 
-digamos 107 anos- suponiendo valores extremos para los 
parametros. Si L, H y fLo aumentan cada uno por un factor 
de diez, y k y Pw - Po' son divididos ambos por un factor 
de diez, entonces se obtiene para T, 107 anos. 

Que el valor de 7 dado por la ecuacion (1.1) no es muy 
sensitivo a los detalles de la geometria del campo petrolero 

. 
permeability of the shale. Reservoir formations are not 
spherical in nature; however, anticlines do approximate a 
portion of a sphere, and we may consider the formation 
beyond the anticline equivalent to the remainder of the 
spherical porous shell the model. The behavior of the oil 

field is shown hereafter to depende insensitively on the 
removal of the lower half of the porous spherical shell pro
vided the oil field occupies a small portion of the remain
ing hemishell. The permeability of the reservoir rock is 
assumed uniform. In reality, it usually varies normal to the 
bedding plane as well as along the bedding plane. However, 
a gross average permeahility may be assigned to the re
servoir rock. The model presented here would not be ap
plicable to a field dissected hy impermeable fault zones. 

We assume that initially the oil-water interface is a 
plane and is tilted through a small angle from the horizon. 
We show hereafter that the maximum displacement, h, of 
the interface from the equilibrium interface decreases ex
ponentially with time. 

The time, 7, required for h to decrease to l/e of its 
initial value IS gIven approximately hy the equation, 

f 12 (fLw + fLo) 

k H (Pw - p) 
(1.1) 

where 7 is the time in years; Pw and Po' the density of 
the water and oil in gm/cms respectively; L, the diameter 
of the field in feet; H, the height of the oil column in 
feet; 'Uw and fLo the viscosity of the water and oil in ceti
poise respectively; f, the fractional porosity; and k, the 
permeability in millidarcy. These mixed units were chosen 
to match those generally used in oil technology. 

To maintain in a steady state condition an oil-water tilt 
of 2h/L, the formation would have to be rotating with un 
angular velocity of 2h/L7 (see equation 3.7). Assume, for 
example, that an oil field has an oil-water contact tilt of 
10 and has the following reasonably typical values for the 
significant field parameters: PlY - Po' 0.3 gm/cms ; L, 16,000 
ft; H, 200 ft; fl'w ' 0.6 centipoise; fLo, 1.0 centipoise; f, 
0.15; and k, 100 millidarcy. The relaxation time, 7, for this 
field is approximately 1000 years. The formation would 
have to be rotating at the rate of 10 per 1000 years to 
maintain the present oil-water contact tilt. This rate of form
ation rotation is of the order of 100 times, a typical geol
ogical rate. 

The value of 7 can approach geologic times -say, 107 

years-- by assuming rather extreme values for the para
meters. If L, H, and fLo are each increased a factor of ten, 
and k and Pw -- Po both decreased by a factor of ten, 7 be
comes 107 years. 

That the value of 7 given by equation (1.1) is not very 
sensitive to the details of the oil field geometry can be seen 
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puede verse comparando la ecuacion (1.1) con una ecna
cion derivable de los resultados de Kidder (1956). La re
gion bidimensional y los parametros para el modelo de 
Kidder se muestran en la Fig. 2. El valor de T (= I / CT1 ) 

cuando H/L< <1 y H2/L< <1 esta dado aproximada
mente pOI' 

f12 
T 

el cual, si HI y H2 se igualan con H, es id€mtica a la 
ecuacion{l.l), excepto pOl' una diferencia del yeinte por 
ciento en el factor de proporcionalidad. 

2. EL MOVIMIENTO DE LA INTERFASE 

Dos liquidos no miscibles, designados como liquidos 1 y 
2, siendo el liquido 1 el mas denso, se supolle que ocupan 
un medio poroso, homogeneo e isotropico que consiste en 
una capa limitada pOl' paredes impermeables que son dos 
esferas concentricas de radios a y b (a < h) y un cono con 
vertice en el centro de las esferas. Mas precisamente, si I' 

if, 8, son coordenadas esfericas, la region ocupada pOl' los 
llquidos esta dada pOl' a < r < b, 0 < 8 < y, donde 
o < y < .71'. Se supone que eTeje 8:;;;;:;' 0 e~a dirigido 
verticalm~te hacia arriba y que la superficie de separacion 
de los dos liquidos esta dada por 

by comparing equation (1.1) to an equation derivable from 
Kidder's result (1956). The two-dimensional region and 
parameters for Kidder's model is shown in Fig. 2. The 
value of T (= I/CTj ) when H/L«l~nd H2/«1 is 
given approximately hy 

(1.2) 

which, if HI and H!? are set equal to H, becomes identical 
to equation (1.1) except for a twenty per cent difference 
in the factor of proportionality. 

2. MOTION OF THE INTERFACE 

Two immiscible liquids, designated as liquid 1 and 2, 
liquid 1 being the denser one, are assumed to occupy a 
homogeneous, isotropic, porous medium which is a shell 
bounded by impermeable walls which are two concentric 
spheres of radius a and b (a < b) and a cone with vertex 
at the center of the spheres. More precisely, if r, <p, 8, 
are spherical coordinates, the region occupied by the 
liquids is given by a < l' < b, 0 < 8 < y, where 
o < y < 71'. It is assumed that the ax~ 8 = 0 is direct
ed vertically upward and that the interface separating the 
two liquids is given by 

8 = 8 (1') - Ii (1', <p, t) 

donde Ii es la perturbacion angular de la interfase desde la 
posicion de equilibrio, es decir, en el estado no perturbado 
se tiene Ii = O. El problema que debe resolverse es encon
trar Ii (r, <p, t) para t mayor que cero, cuando se da la 
perturbaci6n inicial Ii (1', <p, 0). 

La Ley de Darcy, junto con la hip6tesis de inf'Ompresi
bilidad, implica la existencia de potenciales de velocidad 
1>1 y 1>2 para los liquidos 1 y 2, respectivamente. Cuando 
b - a < <a:, es posible obtener una aproximacion al movi
miento real de los liquidos analizando el caso limite para el 
eual a = b. En este caso, la velocidad radial necesariamente 
se anula, de manera que 1>1 y 1>2 son independientes de l' y 
pueden deIinirse pOl' 

k 

where e is the angular perturbation of the interface from 
the equilibrium position, i.e., Ii = 0 at the undisturbed 
state. The problem to be solved is that of finding Ii (1', <p, t) 
for t greater than zero, when the initial perturbation 
e (1', <p, 0) is given. 

Darcy's Law, together with the assumption of incompres
sibility, implies the existence of velocity potentials 1>1 and 
rp2 for liquids 1 and 2, respectively. When b - a <: < a, an 
approximation to the actual motion of the liquids may be 
obtained by an'alyzing the limiting case for which a= b. 
In this case the radial velocity necessarily vanishes, so that 
1>1 and 1>2 are independent of l' and may he defined hy 

<pi (<p, 8, t) [ p i + Pig a (cos 8 - cos a)], 1, 2. (2.1 ) 

Satisfacen la ecuacion de Laplace, que se reduce a 

o (sen 8 
08 sin 

Los simbolos usados antes y en 10 que sigue 8e definen 
POl': 

They satisfy L~place's equation, which reduces to 

sen (J 
sin 

= 0 .. (2.2) 

The symhols used above and in what follows are defined 
by: 
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f, k: porosidad y permeabilidad del medioporoso, 
respectivamente. 

p, fL: densidad y viscosidad de los llquidos, respec
tivamente. 

g aceleracion de la gravedad. 

p presion. 

Pc diferencia de presiones a traves de la inter
fase debida a las fuerzas capilares (la cual 
se supone constante). 

V, W: componentes de la velocidad en las direccio
nes tp y (). Que estan dadas por 

V' 

f, k: porosity and permeability of the porous 
medium, respectively. 

p, fL: density and viscosity of the liquids, res
pectively. 

g acceleration of gravity. 

p pressure. 

Pc difference 111 pressure across the interface 
due to capillary forces (assumed constant). 

V, W: velocity components in the tp and () 
directions. They are given by 

sen otp 
a sin (J 

(2.3.a) 

Wi 

Los subindices y superindices 1 y 2 se usan para manifestar 
el liquido al cual se refieren. 

La condicion de frontera en Ia pared () = y es 

La condicion dinamica que se dehe satisfacer en Ia inter
fase, expresa el hecho de que la diferencia ei1 la presion 
entre los dos liquidos debe ser compensada por las fuerzas 
capilares, es decir 

01>i 

a (j(j (2.3.b) 

The subscripts and superscripts 1 and 2 are used to denote 
the liquid being referred to. 

The boundary condition on the wall () = y is 

The dynamical condition to he satisfied at the interface 
expresses the fact that the difference in pressure between 
the two liquids must be compensated by the capillary forces, 
that is 

Pc + [PI - P2] (J = a _ c o. 

La condicion cinematica que se debe satisfacer en la inter
fase expresa el hecho de que cualquier particula que se 
encuentra en la interfase, debe mantenerse en ella durante 
el movimiento, es decir 

[ Wi 1 = 
a - (j=a-e 

Estas condiciones en terminos de los potenciales Eon 

oe 
at 

ll' a [cos (a - e) - cos a J 

Oe 

at 

The kinematical condition to be satisfied at the interface 
expresses the fact that any particle once at the interface 
must remain at the interface, that. is 

[Vi] 
. (j = a-e 
a s~n (a - e) 

sm 

These conditions in terms of the potentials are 

a-e (2.4.a) 

2 sen2 . 
a sin2 (a - to) 

(2.4.b) 

[ ~pl] = O. 
o(J (J = y (2.4.c) 
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donde where 

kg 
(PI - P2) > 0, a 

f 

y and 

kpc 
f3 ---

Cuando Ia inclinacion de Ia interfase es pequefia y su per
turbacion desde el equilibrio es tambien pequefia compa
rada con el radio inicial de curvatura de Ia interfase, es 
decir, si 

:i: (8 -s) 

I K a f. 

en que K denota Ia curvatura inicial maxima de Ia inter
fase, las condiciones de frontera (2.4) pueden lillealizarse 
reemplazandolas por 

aas sen 8 
sin 

f 

When the tilt of the interface is small and the perturbation 
of the interface from the equilibrium is also small compar
ed with the minimum initial radius of curvature of the 
interface, i.e., if 

as I -~- «1 
Olf 

(2.5.a) 

« 1 (2.5.b) 

in which K denotes the maximum initial curvature of the 
interface, the boundary conditions (2.4) may be linearized 
replacing them by 

(2.6.a) 

AS I [ocpi] -------
at a2 08 8 = 8 (2.6.b) 

que implican which imply 

sen 8 [ocpi] a sin 
--a-- 00 8=8 

= [fL ~ -- fL ~] 
1 ot 2 at 0 = 8 (2.7) 

La ecuacion (2.4.c), por otm parte, no sufre cambio Equation (2.4.c), on the other hand, remains unchanged 

[ Ocp1] = ° 
an 0 = y 

(2.8) 

Por 10 mismo, para determinar e (If, t) necesitamos 

(a) encontrar dos funciones potenciales cpl y cp2 que sa
tisfagan (2.2), (2.7) Y (2.8). 

(b) obtener e por medio de (2.6.a). 

Sea cpi de Ia forma 

de manera que 

Therefore, to·· determine f. (If, t) we need 

(a) to find two potential functions cpl and cp2 satisfying 
(2.2), (2.7) and (2.8). 

(b) to obtain e by means of (2.6.a). 

Let cpi be of the form 

(2.9.a) 

(2.9.b) 

so that 
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(2.10.a) 

o [0",1] 
2B B = y 

(2.l0.b) 

SIll _'t'_ = n: s~n I) [2./,2 ] 
a oe e = I) 

segtm (2.7) y (2.8). Los potenciales adecuados que satis
facen (2.2), (2.10.a) y (2.1O.b) son 

donde 

(2.10.c) 

by (2.7) and (2.8). Suitable potentials satisfying (2.2), 
(2.10.a) and (2.10.b) are 

(2.11.a) 

(2.11.b) 

where 

tg2n Y/2 tg2n 1)/2 

tg2n Y/2 - tg2n 1)/2 
(2.12.a) 

M 
Il 

y A", Bn son constantes arbitrarias. Los valores propios co
rrespondientes de (J' se deducen de (2.10.c). Ellos 80n 

IT 
Il 

donde 

(2.12.b) 

and An' Bn are arbitrary constants. The corresponding 
eigen values for IT follow from (2.10.c). They are 

n IX 

(2.13) 

K 
tg2n Y/2 + tg2n 8/2 

11 

En vista de (2.6.a) y (2.9) la forma de la interfase en 
cualquier tiempo t, esta dada pOI' 

'1/ I 2 tg2n 0/2 
(2.14) 

In view of (2.6.a) and (2.9) the shape of the interface 
at any time t, is given by 

c (If, t) 
00 -a t :s (G s~n nlf + Dr. cos nlf) c II 

n sm 
n=1 

donde Gn Y Dn son los coeficientes de Fourier de Ia forma 
inicial de la interfase, es decir, 

I j~ 
-; E (If, 0) 

-11' 

Las ecuaciones (2.15) y (2.16) nos permiten ealcular el 
movimiento de ]a interfase cuando se conoce su forma ini-

(2.15) 

where G and D are the Fourier coefficients of the initial 
n II 

shape of the interface, i.e., 

(2.16) 

-11' 

Equations (2.15) and (2.16) allow us to compute the 
motion of the interface when its initial shape is known. 



GEOFISICA INTERNAcIONAL 43 

cial. Cuando el medio poroso es la esfera completa (y = 'IT), 
(2.12), (2.13, y (2.14) se transforman en 

La solucion para el caso en que la interfase inicial es un 
plano y tiene una pendiente m" se puede obtener observando 
que con una seleccion adecuada del sistema de coordenadas . 
tenemos 

Y pOl' 10 mismo en vista de (2.15) y (2.16) 

El tiempo caracteristico es 

T = 

pOl' (2.13). Cuando el medio poroso es la esfera completa 

a 
T 

a 

Usando (2.14 y (2.19) se puede vel' que T no es sensi
hIe a cambios de y siempre que (y - 8) / y no sea pequefia. 
Podemos concluir, por 10 mismo, que la geometria del estra
to poroso a grandes distancias de la interfase no altera de 
una manera significante el tiempo necesario para que los Ii
quidos alcancen la posicion de equilibrio. 

3. UNA SOLucrON EXACTA 

En esta seccion mantendremos la hip6tesis simplificante 
de que el medio poroso es de espesor cero. Sin embargo, 
demostraremos que cuando el medio poroso es la esfera 
completa y Ia interfase es plana inicialmente, es posible obte
ner una solucion que satisface las condiciones de frontera 
no-lineales completas (2.4). 

Con este proposito demostramos que la interfase, se man
tiene plana en el movimiento y que el angulo 'Y} forma do por 
la normal a este plano con la direccion vertical, satisface 1<1 
ecuacion diferencial ordinaria 

m 
o 

When the porous medium is the whole sphere (y 
(2.12), (2.13), and (2.14) become 

na 

(2.17.a) 

(2.17.b) 

The solution for the case, when the initial interface is a 
plane with slope mo' may be obtained by observing that 
by a proper choice of the coordinate system we have 

and therefore by (2.15) and (2.16) 

(2.18) 

The characteristic time IS 

a 
(2.19) 

by (2.13). When the porous medium IS the whole sphere 

(2.20) 

Using (2.14) and (2.19) it may be seen that T is not 
sensitive to changes of y as long as (y - 8)/y is not small. 
W c may conclude, therefore, that the geometry of the 
porous bed at large distances from the interface does not 
significantly alter the time required for the liquids to attain 
the equilibrium position. 

3. AN EXACT SOLUTION 

In this section we keep our simplifying assumption that 
the porous medium is of zero thickness. However, we show 
that when the porous medium is the whole sphere and the 
interface is plane initially, it is possible to obtain a solution 
satisfying the whole non-linear boundary conditions (2.4). 

To accomplish this purpose we show that the interface 
remains plane in the motion and that the angle 'Y} made by 
the normal to this plane with the vertical direction satisfies 
the ordinary differential equation 

sen 
d'Y} a sin 'Y} 

-+ o. (3.1) 
dt a (ILl + IL2 ) 

Si la interfase se mantiene plana durante el movimiento, 
dado un instante arbitrario, podemos rotar nuestro sisteIila 

If the interface remains plane during the motion, given an 
arbitrary instant, we can rotate our system of coordinates 
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de coordenadas de tal manera que el eje B 0 sea normal 
al plano de la interfase en ese instante. Tomemos el plano 
definido par la normal a la interfase y par la vertical como 
el plano, If 7r/2. En este sistema de coordenadas la ecua
cion de la interfase en ese in stante es 

B 

y en cualquier instante posterior 

so that the axis B = 0 is normal to plane of the interface 
at that instant. We take the plane defined by the normal 
to the interface and the vertical to be the plane, If = 7r /2. 
Inthis system of coordinates the equation of the interface 2.t 
that instant is 

and at any later instant 

cos (8 - c) = sec ~ cos 8 + to- ~ s~n (8 - E) s~n If 
b sm 8m 

(3.2) 

donde ~ es eI angulo que la normal a la interfase ha rotado 
desde el instante dado. Ya que ~ = 0 en el instante dado, 
tenemos 

010 

ot 

nuevamente en e1 instante dado. Ya que el Laplaciano es 
invariante hajo rotacion, los potenciales (pi todavia satisfa
cen (2.2) en el nuevo sistema de coordenadas. En el ins, 
tante dado las ecuaciones (2.4,) pueden reemplazarse pOI' 

d~ 

dt 

where ~ is the angle through which the normal to the inter
face has rotated since the given instant. Since ~ = 0 at the 
given instant, we have 

sen If 
siu (3.3) 

again at that instant. Since the Laplacian is invariant under 
rotation, the potentials 1>i still satisfy (2.2) in the new 
system of coordinates. At the given instant equations (2.4) 

may be replaced hy 

(3.4.a) 

(3.4..h) 

y and 

at 

Dos potenciales que satisfacen (3.4.a) y (3.4,~b) son 

2aa 
<])1 (If, 0) 

2 aa sen 
7J cos2 8/2 sin 

1>2 ( If, 0) 
/-'1 + /-t2 

PorIa ecuacion (3.4.c) se ohtiene 

010 

2t 

[
OCPl ] 

00 0 = 8 
(3.4.c) 

Two potentials which satisfy (3.4.a) and (3.4.b) are 

sen 
'lJ s~n: 8/2 

sin sm~ 

cot 0/ fL2 
sen 'P sin 

ft1 + f'2 

sen a a cos (l 
tg 0/'2 sin If + /3/P"2 + 

l-t2 

By (3.4.c) they It'ad to 

as~n 7J 
sm 

sen If 
sin 

(3.5.a) 

cos 7J) (3.5.b) 

y asi por (3.3) and therefore by (3.3) 
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d~ 

dt 

que implica (3.1), porque 

d~ 

dt 

which yields (3.1) because 

dt 

45 

Suponiendo que la interfase se mueve como un plano 
hemos logrado satisfacer (2.2) y (2.4,), por 10 mismo la 
interfase se mantiene plana en cl movimiento. 

Under the assumption that the interface moves like a 
plane we have succeeded in satisfying (2.2) and (2.4), 
therefore the interface remains plane in the motion. 

La soluci6n exacta de (3.1) es The exact solution of (3.1) is 

a (ftl + ft2) [1-, cos 'YJo 
-------. log 

2 a I, cos 'YJo 

I + cos 'YJ] 

1- cos 'YJ 
(3.6) 

donde 'YJ o es la inclinaci6n inicial de la interfase. Cuando 'YJ" 

es pequefia 
where 'YJ

o 
is the initial tilt of Ihe illterface. When 170 is small 

'YJ 
~ 

'YJo e ~ 

Y 

I: 170 
e 

que esta en concordancia con (2.18) en vista de (2.20), 
porque 'YJ" :::::: rna cuando 'YJo es pequefia. 
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a 

a (fL +JL ) 
1 ~ 

and 

'" r 

a (fL 
1 

+fL) 
sen If 

2 sin 

in agreement with (2.18) in view of (2.20), because 

"70 :::::: rna when 'YJo is small. 
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