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ACERCA DE LA PROPAGACION DE ONDAS 
OCEAN/CAS SOBRE UNA ESFERA 

c. w. GROVES. y J. MELCER & 

RESUMEN 

Las ondas oceamcas son descritas en terminos de un especlro 
direccional de potencia que varia con Ia posicion y el tiempo. Estn 
funci6n debe satisfacer una ecuaci6n que exprese Ia conservaci6n 
de energia de las ondas. En el caso de que no haya generacion 
o disipacion de las ondas, Ia ecuaci6n de energia tiene una solucion 
sencilln, mediante In cual es posible obtener ejemplos que re lacio· 
nan el espec tro de onda en di!erentes lugares y tiempos. Se tratan 
a lgunos ejemplos de estado estacionario y problemas de valores ini· 
c iale y se comparan soluciones en Ia esfera y en el plano. El me· 
todo puede ampliarse para operar sobre otros tipos de ondas disper· 
h·as en Ia superficie de Ia esfera. 

La generacion y Ia disipaci6n se expresan por una funcion ge. 
neradora, que da Ia raron del incremento de energia de las ondas por 
unidad de area para cada componcnte espectral. En ciertas formas 
simples de esta funci6n pucden obtenerse soluciones exactas para 
ondas limitadas por fetch y duracion. Tambien pueden tratarse tipos 
s imples de disipacion de onda . i se puede postula r una funci6n 
generadora razonable 0 deducirla te6ricamente, este metodo sera uti! 
para predicciones automaticas rapidas de ondas. 

INTRODUCCION 

Consideremo el problema de prono ticar ondas sobre 
una ba e rutinaria a limentando una computadora electroni· 
ca con valores de viento uperficial sobre el oceano. Una 
manera posible seria Ia de con iderar las areas genera· 
doras activas como rectangulo de viento constante. A cada 
una de las areas generadoras e les asignarian espectros 
apropiado de ondas con base en parametros como £etch, 
duracion y velocidad de viento, utilizando un metodo como 
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ON THE PROPAGATION OF OCEAN WAVES ON 
A SPHERE 

G. W. GROVES • and J. MELCER • 

ABSTRACT 

Wa\'es on the ocean are described by means of a directional power 
spectrum which varies with position and time. This function must 
satisfy an equation expressing conservation of wa\·e energy. If there 
is no wave generation or dissipation, the energy equation has a simple 
olution by which it i possible to work out examples relating wa\'e 

spectra at different places and times. orne examples of steady tate 
and initial value problems are presented. Solutions on a sphere and 
on a plane are compued. The method can be extended to deal with 
most types of dispersive waves on the surface of a sphere. 

Generation and d i. ipation are expressed by a generating function 
which expresses the rate of increase of wave energy per unit area 
for each spectra l component. For certain simple forms of this function 
exact solu tions can be obtained for duration.Jimited and fetch-limited 
waves. Simple types of wa,·e di sipation can also be treated. If a 
reasonable generating function can be postulated or deri\·ed thoeor· 
e tically the method should prove useful for rapid automatic wave 
forecasts. 

INTRODUCTION 

Let u con ider th problem of making wave foreca Is on 
a routine basis by feeding urface wind value over the 
ocean into an electronic computer. One possible way would 
be to have the program approximate the active generating 
areas by rectangles of con tant wind. Appropriate wave 
spectra would be a igned to each generating area on the 
basis of parameters such as the fetch, duration and wind 
speed, using a method such as that of Pierson et al (1955) . 
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el de Pier on et al. (1955). Existen muchas situaciones me­
teorol6gicas que serian extremadamente dific ile de resolver 
por este camino, debido al pequeiio numero de panimetros 
que determinan el espcctro. Un segundo camino seria po8ttl· 
lar (o determinar experimental o te6ricam ente) Ia raz6n 
de inc remento de Ia energia espectral para cada frecuencia 
y direcci6n debida a Ia generac i6n del vie nto. Esta canti ­
dad puede ser Hamada Ia funcion generadora G y se me­
di ria en unidades U, que dependerian del espectro de 
onda ya mencionado a i como del viento. Para resolver al­
gunos de e tos problema e necesario considerar Ia propa­
gacion de ondas sobrc una supcrficic esferica, a menos qur: 
olamente se de een e tudiar onda en regiones del oceano 
ufic ientemente pequeiias. Pero, el pre ente estudio esta he­

cho particularmente con Ia idea de aplicarlo en Ia egunda 
forma. En este caso Ia determinacion de Ia fu ncion G re­
presenta Ia parte rna dificil del trabajo, pero una vez 
encontrada una forma ati factoria el problema final de prc­
diccion automiitica de ondas puede ser resuelto. 

El concepto de un espectro direccional de ondas que va­
rie con Ia posicion sobre Ia superficie del mar y el tiempo, 
no e nuevo. Pierson et al. (1955) ha blan del espectro de 
ondas en cierto Iugar y a cierto ticmpo. Por lo tanto, consi­
deramo que el espectro de energia puede expresarse como 
E (w, a , 8, cp, t) , donde w es Ia frecuencia, a es Ia direccion 
hacia Ia cual se p ropagan las ondas, medida contra las ma­
necillas del reloj desde el este, 8 es Ia cola titud, cp es Ia lon­
gi tud este y t es el tiempo. 

PROPAGACION SOBRE UN OCEANO PLANO 

P ara este ca o tomamos E = E(w, a , x, y, t), donde x 
apunta hacia el este e y bacia el norte. Calculemos Ia raz6n 
de incremento de E proveniente de Ia Uegada de trenes 
de onda de p untos adyacenles, por ejemplo, Ia adveccion de 
energia espectral. Despues de un in tante de tiempo dt Ia 
densidad e pectral para cada w y a que estani presente en 
el p un to (x, y) es precisamente Ia den idad espectral que 
se encuentra ahora en el pun to (x - dr cos a, y - dr sen a ), 
donde dr es Ia pequeiia distancia que cada tren de ondas 
se ha desplazado en el tiempo dt, y esta dada por 

dr 

dt 

s iendo V = g/~ Ia velocidad de grupo para cada tren de 
ondas, si se consideran unicam ente Ia aproximacion de agua 
profunda . Para otros problemas diferente de ondas oceiini ­
cas, debe usa rse Ia expresion apropiada para Ia velocidacl 
de grupo. Aqui, g es Ia aceleracion de Ia gravedad. La dis­
tancia dr es diferente para cada frecuencia. Combinando Ia 

relaciones anteriores obtenemos 

There are many meteorological s ituations which would be 
extremel y hard to fit properly in this way owing to the 
small number o£ pa rameters determining the spectrum. A 
second way would be to postulate (o r to determine experi­
mentally of theoretica lly) the rate of increase of spectra l 
energy for each frequency and direction arising from wind 
gene ration. Thi quantity, which may be called the generat­
ing j Lmction G would be measured in units of L2 and we 

bould expect it to depend on the pectrum of the waves 
already present and a l o on the wind. To solve either of 
these problems it i neces ary to consider wave propagation 
on a spherical surfaces unless one wish es to study waves 
only on sufficiently small regions of the ocean. But the present 
study is made particularly with the idea of applying it to 
the econd approach. In this case, the determination of the 
function G represents the m ost difficult part of the job, 
but once a satisfactory form is found the ultimate problem 
of automatic wave prediction can be set up. 

The concept of a directional wave spectrum which varies 
with position on the ca ;::urface and with time is not new. 
Pierson et al ( 1955) peak of the wave pectrum at a 
certain place and time. Thus, we sha ll assume that the energy 
spectrum can be expressed as E (w, a, 8, cp, t ), where w is 
frequency, a i direction toward which the waves are travel­
ling, measured counterclockwise from the ea t, 8 is colatitude, 

cp is east longitude and t i time. 

PROPAGATIO 0 A PLA E OCEAN 

For thi ca e we take E = E(w, a, x, y, t), x pointing 
toward east, y toward north. Let us calculate the rate of 
inc rea e of E aris ing from the arriva l of wave train from 
adjacent points; i.e., advection of spectral energy. At a 
lightly later time dt the spectral density for each w and a 

which will be pre ent a t the point (x, y) is precisely that 
pectral density now at the point (x - dr cos a, y- dr sin a ), 

where dr i. the sma ll d i lance travelled by each wave train 
during the time dt and is given by 

= V 

V = g/~ being the group velocity of each wave train, 
con idering only the deep-water approximation. For pro­
blems other than ocea n waves the appropr iate expression for 
group velocity must be used. Here, g is the acceleration of 
gravity. The distance dr is difierente for each frequency. 
Combin ing the above relationships gives 

E(w, a, x, y, t + dt) 
gdt gdt 

= E (w a x - -- cos a y - -- sen a t) 
' ' ~ ' 2w ' (l ) 
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Si Ia generac10n (o di ipacion) rsta real iuindo_c, el ter­
mino Gdt se umani por Ia derecha. Por lo que Ia ecuacion 

lf generation (or d issipation ) is taking place a l o, the ten n 
Gdt hould be added to the right side. Thus, the equation 

~ = - _£_ [ ~coa+ 
Cl t 2w OX 

aE 
oy (2) 

sc deduce de lo antl' rior y represcnta Ia const>rvacion de Ia 

energia e pcctral. 1 

Sino hay genr racion o disipacion (G = 0 ), Ia ccuaciou 
(2) tiene una solucion si mple 

follows from the above, and represents the conservation of 

spec tra l energy. 1 

Jr there i no generation or di ipa tion (G = 0) , equal· 
ion ( 2) has an easy solution: 

E = F (w, a , u. v (3) 

don de where 

gt 
u = x- --co a 

2., 

(4a) 

gt 
v = y- -- en a 

2., 

(Para el metodo de cncontra r soluciones para' ecuaciones 
difercnciales parcia lc. d primer orden, del tipo (2) y (7) 
ellector puede rcfcri rsc a Wcb~ter, 1950). La funcion F e 
arbitraria y puedc elegirsc de acuerdo con las condiciones 
dada . Lo argumento u y v no on los unicos que pueden 
"C!r usados. Sin embargo, on lo rna convenientes para el 
problema de valores iniciales. Cualquiera de dos funciones 
independientes de u y v pueden ser usadas en su Iugar. Las 
combinacion 

( For the method of finding olution of fir t-ordcr partial 
differential equations of the type (2) or (7) the reader is 
referred to Webster, 1950). The function F' i arbitrary, 
and can be cho en to fit the given conditions. The a rg uments 
u and v are not the only one that could have been u cd 
but they a re most convenient for the initial value problem. 
Any two independent functions of u and v can be used in 
their place. The combinations 

u1 = x sen a - y co a 

0 or (4b) 

u2 = y - x tan a 

que on independienles de l. on utiles para problemas de 
estado cstacionario. 

PROPAGACIO SOBRE U A ESFERA 

Aqui ~>upondrt>mos qu<' los rayo de ondas son circuloc: 
maximos. El efecto acumulado de Ia fuerza de Corioli sobre 
g randcs distancias rccorridas, tiene que ser todavia nmplia­
mente investigado y puede resultar importante, pero abora 
cste efecto no ~e considera. Barber (1958) considers algu· 
nos ejemplo de propagacion de onda sobre una esfera bajo 
estas mi mas condiciones. 

A lo la rgo de un rayo 

1 Cuando este trabajo se llevaba a cabo, los autores se enteraron 
que ideas similnres se estabnn desarrollando por algunos otros inves· 
tigadores, espeeialmente por K. Hasselmann ( 1961), quif'n inde­
pendientcmentc considero Ia ecuaeion de conservacion de rnergia 
espeetral , j unto con e) concepto de Ia funcion generadora. 

beina independent of t, art· u dul for teady !'la te problem.-. 

PROPAGATfO ! 0 A PH ERE 

Here it will be a;;:;;:umt>d that the wave rays are g reat 
circle$. The accumulated effect o£ Corioli;;: force over lon;!' 
travt>l distanct'S ha y('l to be thoroughly im·estiga ted ancl 
may be important, but here this effect i not considered. 
Barber (1958) ha con"idered ~orne examples of wave pro· 
paaa tion on a phere under these came conditions. 

Along a ray 

1 While this work was in progress, the authors learned that 
similar ideas were being developed by several other investjgators, 
!'-Specially by K. Hasselmann (1961) , who had independently eon· 
sidered the equation of conservation of spectral energy along with 
tho concept of tho generating function. 
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- dr sen a = a d 8 

dr co a = a sen 8 d cp 

donde a es el radio lerr tre. Hay un aspecto en el problema 
csfe rico que no ocurre en el oceano plano: Ia direccion de 
las ondas cambia continuamente a lo largo del rayo, de 
acuerdo con 

where a i rad iu of the Ea rth. Now, there is a feature in 
the !'pherical problem tha t docs not occur on the plane 
ocean: the wave direction changes con tinua lly along the ray 

according to 

da l 
- - - co a ctn 8 (5) 

dr a 

Por lo que en Iugar de (1) escr ibiremo Hence, in Lead of (1) we mu t write 

E (w, a + da, 8 + dO . tf> + dtf>, t + dt ) = E (ro, a, 0, tf>, t ) + Gdt (6) 

a£ 

at 
= 

g 

2a(l) 

y consecuentemente 

( ~ cos actnO oa 

Esta ccuaci6n podria ser usada para una prediccion ra· 
pida de ondas, utilizando un procedimiento por iteracion de 
tiempo. Un metodo alternativo que podria resuhar mas prac· 
tico, e ugiere adelante. 

Si no hay generacion o di ipacion (G = 0) Ia soluci6n 
general de (7 ) es 

which give 

aE a£ ) + -- sen a - -- co a esc fJ + G 
ae otf> 

(7 ) 

This equation could be used for rapid wave prediction, 
u ing a time iteration procedure. An a lternative method, 
which may prove more practical, is suggested below. 

If there is no genera tion or di ipation (G = 0), the 
general solution of (7) i 

E = F ((1), u, v, w) (8) 

don de where 

u = cos a sen 8 

v = cos a cos 8 sen tf> + en a costf> 
(9a ) 

w = sen a sen 8 cos ( ~: ) + cos 8 en ( 2!: ) 
Como antes, F es arbitraria y cualquiera de tres funciones 

independientes de u, v y w, pueden ser suhstituidas. En par· 
ticular las siguientes ub tituciones de variables 

As before F i arbitrary and any three independent 
function of u, v, and w can be ub tituted in their place. In 
particular, the followina . ubstitute variables 

VI = COS a CO!l 8 cos tf> - sen a sen tf> 

v2 = 4> + arc tan (tan a sec 8) 

I 

wl = sen a sen 8 sen ( ~ ) - cos 8 cos ( ~ ) 

gt 

(9b) 1 
(esc a ctn 8) w2 = ---arc tan 

2aro 

son utiles para ciertos proble~as . . ~s siguientes formulas are useful in certain problems. The following formulas 
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rxpresan alguna rclacion entrr las va riables, que pueden 
srr utilizada., en (8). Consideremos las variables dada por 
(9a). e puede demo tra r que u y v, y por lo tanto, cua l­
q uier f uncion de u y v on con tantes a lo largo de cuaJquier 
rayo. Adrmiis, w es con tante sobre un p unto q ue viaja a 
lo largo de cualquier rayo con velocidad de grupo. Por lo 
tanto cualq uier funcion de u, v y w, es con tante sobre un 
punto que via ja a lo la rgo de un rayo con vclocidad dr 
grupo. e p uedc nota r que u y v iendo independientes 
de t, on ut iles para problemas de estado estacionario. i­
milarmente u y w on independiente de cp y on utiles para 
problemas con imetria axial. 

Con ideremo ahora el reemplazo d las variables inde­
pendientes (w, a , 0, cp, t) por (w, u, v, w, t ), se podni nota r 
que no cxistc una relacion biunivoca entre lo do conjunto 
de variables. Cualquier punto del espacio (w, a , 8, cp, 
t) se puede rr p rescntar en forma unica en un punlo 
del espacio (w, u, v, w, t ), sin embargo lo in verso no es 
va lido. En genera l existen cualro di lintos punto en el espa­
cio (w, a, 0, cp, t) que se pueden repre enta r en cada punto 
del espacio (w, u, v, w, t ) . Esta tran formaci on e tii dada 
esencia lmente por (9a ) y (9b). La tran formacion in versa 
puede ser expresada por · 

(9c) 

relate the various ets of variables that can be used in {8) . 
Let us consider the variables given by (9a) . It can be shown 
that u and v, and hence any function of u and v, are con tant 
along any ray. Furthermore, w is con tant a t a point travel­
ling along any r ay with group velocity. H ence, any function 
of u, v and w is constant at a point travelling a long a ray 
with group velocity. It can be noted that u and v, being 
independent of t, a re u eful for steady sta te problems. 
Similarly, u and w a re independent of cp and are useful 
for problems with axial symmetry. 

Let us now consider replacing the independent variables 
(w, a, 8, cp, t) by (w , u, v, w, t). It should be noted that 
there is not a one-to-one correspondence between the two 
. ets of variables. Any point in the (w, a , 8, cp, t) space maps 
uniquely into a point in the {w, u, v, w, t ) space, but 
the inverse is not true. In general, there are four distinct 
points in the (w, a, 8, cp, t) . space that will map into each 
point of the ((1), u, v, w, t ) space. This transformation is 
cs entially given by (9a) or (9b) . The inverse transform­
a tion can be expressed by 

8 = arc co [ w sen ( ~~ ) - _II -u2 
- w2 cos ( 2!~ ) 

if 

wt > 0 ( lOa) 

8 = arc cos [ w sen (~) + _II-u2
- w2 cos ( ~: ) 

si 

w. 

E ta expre ion dctermina 8 en forma unica en el intervalo 
0 ~ fJ ~ r.. Habiendo determinado 8, a esta dada por 

if 

< 0 

Thi expression dete rmines 8 uniquely on the inten •a l 
0 ~ 8 ~ r.. Having determined 8, a i g iven by 

cos a = u rsc 0 

en a = 

que en forma unica determinan a en el intervalo O< a< 2r.. 
F'inalmente cp esta dada por 

w - cos 8 sen ( 2=~ ) 
( l Ob) 

sen 8 cos ( 2!: ) 
which uniquely determines a on the interva l 0 < a < 2 r.. 

Finally cp is given by 
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cos cp = (1-u2
) -

1 [ v en a + J I - u2 
- v2 co a cos 0] 

sen cp = (1- u2) -l (v co a co 0 --:._j 1- u2 - v2 sen a] 

si if 

vl ~ 0 
( tOe) 

coscp = (1-u2 f 1 ( v en a - J I - u2 - v2 co a co 0] 

sen cp = (1-u2fl [v cos a co 0 +J. 1 - u2 
- v2 sen a ] 

si 

vl 

de donde cp queda determinada en forma (mica en el inter­
valo 0 < cp < 2 1T. 

Puede verse que podemo determinar (w, a, a, cp, t) en 
forma (mica conociendo lo valores de {w, u, v, w, t ) tan 
bien como los signo de v1 y w1• Sin el conocimiento de 
estos igno , existirian cuatro re ultados posibles. Si e.xpre· 
samos Ia energia espectral en termino de Ia nuevas va· 
riables, E = E* {w, u, v, w. t), Ia ecuacion (7) queda 
como iaue 

aE• 

a t 

donde Ia derivada parcial denota diferenciacion con respec· 
to a Ia quinta variable independiente {sin considerar Ia 
variacion de w con t ) . La ecuacion {11) resulta mas pnic-

R 

50 

if 

< 0 

from which cp is uniquely determined on the interval 

0 < cp < 21T. 

It is seen that one can determi ne (01, a, 0, cj>, t ) uniquely 
from knowledge of the value of (w, u, v, w, t ) as well as 
the igns of v

1 
and w

1
. Without knowledge of these signs, 

there would be four po ible result . If we express the 
spectral energy in terms of the new variabl q , E = E* (w, 
u, v, w. t ) , equation (7) becom 

= G (11 ) 

90 

where the partial derivative denotes differentiation with 
respect to the fifth independent variable {not con idering 
the variation of w with t ) . Equation (11 ) might turn out 

130 180 

9 (grados) 

Fig. l. Energia integradn direccionalmcnte en £unci6n de colatitud 
para los "ponientes duros", normal izada para Ia unidarl en Ia fuente. 

Fig. I. DircctionaJiy.integrated energy plotted against colatitude 
for "roaring forties" example, normalized to be unity .at source. 
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tica que Ia l7) para prediccion automatica dt ondas, ya que 
no hay que calcular derivadas con respeclo a a, (}. cf>. 

Debido a Ia ambigi.iedad en pasar del sistema (w, u, v, 
w, t ) a! i lema (w, a, (} , cf>, t ), debe tenerse euidado de 
dividir cualquier problema e pecifico en regiones separadas, 
en cada una de Ia cualc exi ta una corre pondencia biuni­
voca entre los dos conjuntos variables. 

ALGUNOS EJEMPLOS DE E TADO ESTAClONARIO 

En esto· ejemplo Ia generacion y Ia di ipaci6n se han 
despreciado. 

I - Onda hacia el norte con simetria radial: este ejem­
plo ayuda a vi ualizar como se comporta Ia encrgia de las 
ondas cuando lo rayo de los circulo maximos convergen, 
a pesar de Ia invariabilidad de Ia energia de las ondas a lo 
largo de un olo rayo. Especifiquemo que el espectro direc­
cional de polencia a lo largo del ecuador consista en ondas 
que viajan hacia el norte, 

1T 
E(w, a, 2' 

para 

1T 

2 
8 < 

donde 8 es infinitesimal y 8 f (w) es finita. Debido al estado 
e tacionario y a Ia imetria axial tomamos F en (8) como 
funcion unicamente de w y u. En el ecuador tcnemos que 
u = cos a y Ia solucion sobre toda Ia esfera es 

E = 

para 

to be more praclical than (7 ) for automatic wave forecasts, 
in that no derivatives with respect to a , (}, cf> need be cal­
culated. 

Becau~e of the ambi guity in going from the (w, u, v, 
w, t) to the (w, a , (}. cf>, t) y tem, care should be taken to 
divide any specific problem into separate regions, in each 
of which there i a one- to-one correspondence between the 
two sets of variables. 

OME STEADY- TATE EXAMPLES 

Generation and dis ipation are neglected in these exam­
ples. 

1 - RadiaUy - symmetrical northward waves : This exam­
ple help visualize how wave energy builds up as the great 
circle rays converge, in pile of the invariability of wave 
energy aJong a single ray. Let u specify the directional 
power spectrum along the equator to consist of waves travel­
ling toward the north; 

cf>, t) = f (w) 

for 

1T 

a< 
2 

+ 8 

where 8 is infinitesimal and 8£ (w) is finite. Because of 
the steady state and axial ymmetry we take F in (8} as 
a function only of w and u. At the equator we have 
u = co a, and the solution over the entire sphere is 

f (ro) 

for 

- 8 < u < 8 

0 or 

- 8 esc (} < COi' a < 8 esc (} 

Considerando Ia energia angularmente integrada Considering the angularly-integrated energy 

JEd a = 2 f (w) 8 esc(} 

Ia variacion con Ia la titud y el caracter infinito de Ia energia 
de onda en los polos son tal y como e esperaban. 

II- Una fuente ancha con simetria radial: con ideremo 
un ejemplo que tenga cierta similaridad con las ondas ge­
neradas por los ponientes duro . Supondremos un viento 
oeste (hacia el este) a cierta colatitud (}

0 
cspecificando Ia 

distribuci6n angular de Ia ondas de acuerdo con Ia dada 
por cl metodo de Pier on. Por lo que tomamos 

the variation with latitude and the infinite character of tltc 
wave energy at the pole are een to be as one would expect. 

II - Radially - symmetrical wide source: Let us consider 
an example having some similarity to the wave generated 
by the roaring forties. We haU assume a west (eastward) 
wind at some colatitude (} 0 and specify the angular di · 
tribution of the waves there according to that g iven by 
Pierson's Method. Hence we take 

I 

t 
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2 
E(w, a, 80, rp, t ) = f (w) cos2a 

para 

7T 

2 

en otro cao 

EJ factor 2 / 7T e introdure para que Ia energia integrada 
angularmente ea igual a f (w) para 8 = 80 • Nuevamente 
tomaremos F en (8) como una funcion iinicamt:nte de w y 
u. Para 8 = 8

0 
tenemos 

< 

= 

7T 

for 

7T 

a < 

0 

2 

in other cases 

The factor 2 / 7T is introd uced so that the angularly-integral· 
ed energy is eq ual to f (w) at 8 = 80• Again we take F 
in (8) as a function only of w and u. At 8 = 80 we have 

u =cosa 

y Ia solucion sobrr toda Ia esfera ec; 

2 (~9 -r E = £ (w) sen 80 
cos2 a 

7T 

para ~ 
for t 

{ 0 

or 

en otro casos 

La energia integrada direccionalmente se mue- tra como una 
funcion de colatitud en Ia Figura 1, tomando 8

0 
= 130° 

(latitud 40° ) . Para calcula r e1 espect ro de onda en cual· 
quier Iugar del oceano actual, es necesario iinicbmente su­
p rimir aquellas direcciones para las cuale un rayo de 
circulo maximo, desdc el punto que interese, int•·rceptc una 
i ~ la o continente ante de intcrccptar el paralelo 0 = 8

0
• 

III- La fuente lineal : para una fuente lineal estaciona· 
ria, especificamo. cl espectro direccional a lo largo de un 
segmento finito como e rcaliza en el metodo dl• Pierson. 
Con ideremos primero un oceano plano y despues compa· 
remos los re ultado con el caso esferico. Tomt:mo~ 

and solution over the entire sphere is 

7T 
( sen 80 ) 

arc cos sen 8 < l a l< 2 

7T - 80 < 8 < 80 

7T 7T 

< a< 
2 2 

'< 7T - 80 0 8 > 80 

= 0 

or 

Ill other ca es 

The directionally - integrated energy i ~hown a function 
of colati tude in Figure 1, taking 80 = 130° ( latitude 40° 5). 
To calculate the wave pectrum a t any location in the actual 
ocean it is nece5!'ary only to delete tho_e directions from 
which a g reat circle ray from the point of interest would 
intersect an i ~land or continent before inte rsecting the 
parallel 8 = 8

0
. 

Ill- The line rource: For a steady lin source we specify 
the directional spect rum along a finite line segment, as is 
done in Pierson' method . Let u consider fir t a plane ocean 
and then compare the results with the spherical C&-"t!. Let 
us take 

2 
E(w, a , o, y, t ) - - f (w) co 2 a 

7T 

para for 

1r 7T 

- - < a< - y - b < y < b 
2 2 

= 0 

en otro ca os 111 other cases 
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2~--------------------------------------------------~ 

-I 

-2~--------------------------------------------------~ 
Fig. 3b. 

tomando nuevamente Ia distribucion angular del coseno 
cuadrado. Usando u como esta dada en (4b) C<'JlJO un ar­
gumenlo de Ia funcion arbitraria de (3), se obtiene Ia 
siguienle solucion 

again taking the cosine squared angttlar distribution. Using 
u g iven in ( 4b) as an argument of the arbitrary function 
of (3) the following solution is obtained 

para for 

arc tan ( y x .1:. ) < a < arc tan ( y : b ) 

= 0 

en otros ca o in other case 
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Ia cual es identica al procedimiento dado por c1 metodo de 
Pierson. La energia integrada direccionalmente ~e muestra 
en Ia Figura 2. 

Para el caso esfer ico orientamo Ia fuentc lineal a lo 
largo de un meridiano y suponemos 

E((l), a, 8, o, l) = 

para 

7T 7f 

2 
< a < 

2 
y 

which i identical with the procedure given by Pierson' 

method. The directionally-in tegrated energy is plotted in 

Figure 2. 
For the pherical ca e we orient the line vource aloug 

a meridian and el 

2 
f (w) co 2 a 

7f 

for 

= 0 

en otro casos 

Es conveniente usar u y v en (9a) como argumento de Ia 
funcion F en (8). A lo largo de cp = 0 tenemos 

u 

v 

p- v2] y, 

u [1- v2] - 'A 

y Ia solucion para toda Ia ( (} , cp) puede ser exprcsada como 

2 

= 
= 
= 

= 

in other cases 

Here it i convenient to u e u and v in (9a) a arguments 

o£ the function F in (8). Along cp = 0 we have 

co a sen 6 

sen a 

cos a 

sen (} 

and the solution for aJI ((}, cp) can be expres ed 

E = f (w) (l-v2 ) 
7f 

para for 

en otros ca,o;: 

La cne rgia integrada direccionalmente se exprcsa en Ia Fi­
gura 3. u comportamiento a lo largo del ecuador para 
fue nte de dife rente longitudes sc express en Ia Figura 'l. 

Como e ra de esperarse, Ia esfera difiere en muy poco 
del plano excepto para grande distancias que ' e aproximan 
90° de Ia fucnte. Puesto que Ia onda on atin detectables 
despues de recorrer un arco de 170° {Munk, 1961), parece 
scr pnictico, tal vez necesario, con iderar el ca~o esferico 
en predicciones automatica de ondas. Hay una curio a di­
ferencia en el problema de Ia fuente lineal entn: el plano 
y Ia esfera ; en el plano Ia energia in tegrada angula rmente 
di minuye de modo continuo conformc se aleja de Ia fuente 
mientra en Ia esfera Ia energia e incrementa conforme sc 
aleja a pequena distancia de Ia fuente, alcanzando pronto 
un valor maximo cerca de ella. Esta es una consecueneia 
dhecta de Ia di tribuci6n angular del coseno cuadrado, el 
Cual evidcnlementc no C ~trictamrnte habJando val ido cn 

= 0 

111 other ca es 

The directionally - integrated energy is plotted in Figure 3. 
Its behaviour a long the equator for ,·ariou ource lengths 
IS bown in Figure 4. 

As one would expect the phere differs little from the 
plane except at great distances, approachi ng 90° , from th<' 
source. But, ince waves have been known to be till detect· 
able after traver· ing an arc of 170° {Munk. 1961), it would 
seen practical, perha ps even necessary. to consider thr 
sphe rical case when making a utomatic wa\'e foreca t . There 
is one curiou difference in the line source problem bel· 
ween the plane and the sphere: on the plane the angularly· 
integrated energy diminishes continuously with di tance 
from the source, whereas on the sphere the energy increas.-:;. 
with di lance from the source, for mall di tances, quickly 
reaching a maximum value nrar the !.Ourcc. This is a direct 
con. equence of the cosine squared angular distribution 
which evidently i not trictly 8pcaking valid on a spherical 



GEOFiSICA INTERNACIONAL 89 

una superiicie esferica, a meno que uno este dispuesto a 
aceptar ondas mas altas Iuera de Ia region generadora que 
<lentro de ella. 

surface unless one is willing to accept higher waves outside 
the generating region than inside. 

2 r-------~r-------------------------------------~ 

R I 

QL-----------------J------------------L------~ 

Fig. 4. Energia integrada direccionalmente a lo largo de Ia bisectriz 
perpendicular a una fuente que sea un circulo maximo sobre una 
esfero, nonnalizada para tener el valor de Ia unidad en Ia fuente 
para fuentes de varias longitudes. El resultado para una fuente lineal 
sobre el plano corresponderia a una longitud de 0 gtados y no se 
muestra debido a que discrepa imperceptiblemente de Ia curva de 

10 grados, excepto para distancias muy grandes. 

PROBLEMAS DE VALOR INICJAL 

Si se especifica Ia funcion E en el tiempo t = 0 se ne­
cesita evaluar para todo los tiempos futuros (despreciando 
nuevamente Ia generacion y Ia disipacion) . Pam cl caso del 
plano especificamo. 

2 

Fig. 4. Directionally-integrated energy along perpendicular bisector 
to great circle source on sphere, nonnalized to be unity at source, 
for various source lengths. The result for linear source on plane 
would correspond to source length of 0 degrees and is not shown, 
as it deviates imperceptibly from 10 degrees curve, except for very 

Ia rge distances. 

INITIAL VALUE PROBLEMS 

Here the function E is specified at time t = 0 and it 
required to evaluate E for all future times (again neglect· 

ing generation and dissipation). For the plane case we 
specify 

E (w, a, x, y, o) = 1{1 (w, a, x, y) 

donde 1{1 es Ia funcion dada. Para el momcnto iniciaJ tene· 
mos que u = x y v = y de ( 4a ) . Conl'ecuentemente, Ia 
olucion para todo. lo tiempos t>S 

E = t/1 (01, 

En Ia esfera es conveniente usar Ia variables u', v' y w' 
definidas por 

where 1{1 is the given function. At the initial moment we 
have u = x and v = y from ( 4a). Consequently, the so· 
lution for aU times is 

a, u, v) 

On the sphere it is convenient to use the variables u', v' 
and w', defined by 
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u' = arc tan ( : ) 

v = arc sen _I u2 + w2 

w' = v2 + arc tan (u tan wl) 

y Ia ecuacion (9). Est.a variables tienen los siguientes va· 
I ores 

and equation (9) . The e variables have the values 

u' = a 

v = 8 

w' = 4> 

para e1 momento inicial. Por lo que si· E es inicialmente 
igual a 

at the initial moment. Therefore, if E is initially equal to 

t/t (w, a, 8, If>) 

Ia solucion para todos los tiempos futuros estara dada por the solution for all future times is given by 

E = t/t (w, u', v', w') 

Pero, aqui c tendrii mucho cuidado en dividir el problema 
en regione-s en las que exista una correspondencia biunivoca 
entre a, 8, If> y u', v y w'. La parte apropiada de Ia fun· 
cion trigonometrica inver a puede ser obtenida de conside­
raciones sobre continuidad. Si esta solucion se utiliza en el 
oceano actual para problemas tales como seguir las ondas 
generadas por una sola tormenta, rayos que chocan sobre 
una co ta no e les deberii permitir aparecer en ninguna otra 
parte. Incluso en una region abierta sin islas en el oceano, 
algunos rayos podriin circular Ia tierra y reaparec:er, a me· 
nos que se tenga cuidado de excluirlos. 

LA FUNCION GENERADORA 

Se sabe que Ia funcion generadora depende en una for· 
rna muy compleja del espectro de las ondas ya presentes y 
del viento. Aceptaremos la hipotesis de que ticne Ia si­
guientc forma 

But, here great care must be taken to divide the problem 
into regions in which there is one to one correspondence 
between a, 8, q, and u', v and w'. The appropriate branch 
of the inverse trigonometric functions can be chosen from 
continuity consideration. If th is solution is to be u ed in the 
actual ocean for a problem such as to follow the waves 
generated by a single storm, rays impinging upon a coast· 
line should not be allowed to reappear el ewhere. Even in 
an islandless open region of the ocean some rays might circle 
the earth and reappear unles care i taken to exclude them. 

THE GENERATING FUNCTION 

The generating function is known to depend in a very 
complex way on the pectrum of the waves already present 
and the wind. We might hypothesize that it have the form 

G [u, a , - p, w, E (w, a , 8, If> t] (12) 

donde u (0, q,, t) es Ia velocidad del viento y p (0, q,, t ) 
Ia direccion bacia Ia cual estii soplando. Aunque csta expre­
sion parezca complicada, e tii dcmasiado simplificada. Por 
ejemplo, no va de acuerdo con el metodo de Pierson en el 
cual Ia presencia de ondas de muy alta frecuencia facilitan 
en alguna forma el crecimiento de las ondas de baja frecuen­
cia. No es erronco pensar que G depende tambien de 

where u (8, If>, t) is wind speed and p (8, q,, t ) is direction 
toward which it is blowing. Even this expre ion, complicat· 
ed as it may seem, is oversimplified. For example, it is not 
consistent with the Pierson method, in which the presence 
of high-frequency waves somehow facilitates the growth of 
low-frequency waves. It may not be too far fetched to sup· 
pose that G depends al o on 
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J dw' J E (w' , a, 0, tj>, t) da 

0 0 

o alguna otra integral scmejante. Muchas especulaciones de 
este tipo pueden haccrse, pero no es e1 proposito de este 
trabajo tratar eso problemas. Un buen camino para probar 
cualquier modelo, serla calcular e1 espectro direr..cional re-
ultante para condiciones simplificadas de generacion, de 

las que hay un buen numero de observaciones tales como 
los ejemplos unidimcnsionalcs limitados por fetch o dura­
cion. Por ejemplo, consideraremos Ia funcion generadora 

or other such integrals. Many peculations of this sort can 
be made, but it is not the purpose of this paper to go into 
this subject. A good way to test any such model would be 
to calculate the resultating directional pectrum for sim­
plified generating conditions for which there are a good 
number of observations, such as the one-dimensional limited 
duration or limited fetch examples. As an example, let u 
consider the generating function 

G = I (w , a - {3) (E + E0 ) ( - E) 

para for 
(13) 

E <N 

= 0 

en otros casos 

donde E es el especlro direccional de las ondas ya presen­
tes E0 (w, U) es cierto espectro arbitrario de baja intensi­
dad, e1 cual puede especiiicar e a fin de que (13) corres­
ponda a los datos observado , f es una funcion que se espe­
cifica en forma parecida y N (w, a - {3 , U) es el cspectro 
direccional para un mar totalmente desarrollado con un 
viento que tenga Ia misma velocidad y direcci6n que los 
valores instantaneos. Jeumann (1953) propuso un modelo 
para el espectro de un mar totalmente desarrollndo que con­
cuerda con muchas observacione . E1 espectro J e Neumann 
adaptado con un factor de propagacion angular de coseno 
cuadrado como en el metodo de Pierson, darla uHa estima­
cion rasonable para N. La expresion (13) se prcsenta de­
bido a que tiene algunas de las propiedades que se podrian 
e perar ocurrieran en Ia naturaleza, ademas de poderse tra­
tar en forma algebraica y no debido a que tenga algun sig­
nificado flsico. 

Para un viento constante que sopla obre un mar en 
calma (E, inicialmente igual a cero) Ia generacion procede 
lentamente dependiendo del valor de E0 para cada compo­
nente espectra.l, ha ta que las ondas tengan una altura apre­
ciable. Entonces Ia generacion procede mas rapidamente. 
Finalmente, Ia razon de generacion decrece y el espectro di­
reccional resultante se aproxima a N. La expresion (13) no 
toma en cuenta ninguna disipacion debido a un viento que 
e oponga a las ondas. 

La principal ventaja de Ia expresi6n (13) y de muchas 
otras expresiones del tipo (12), es que los problemas del Ji. 
mite por duracion y fetch pueden scr resueltos en forma 
algebraica. Para cl problema de lfmite por duracion en un 
plano nosotros tomamos 

E (w, a, x, y, o) = 0 

U = const. 

in other cases 

where E is the directional spectrum of the waves already 
present, E0 (w, U) is some arbitrary spectrum of low in­
tensity which could be specifi ed in order to make (13) fit 
observational data, f i a function that would be similarly 
specified, and N (w, a-{3, U) is the directional spectrum for 
a fully-developed sea for a wind having the same speed and 
direction as the instantaneous value . Neumann (1953) has 
propo ed a model for the spectrum of a full y-developed sea 
which i in good agreement with many ob ervations. The 

eumann spectrum adapted with a co_inc quared angular 
spreading factor a in the P ierson method would give a 
reasonable estimate of N. The expression (13) is presented 
merely becau e it has some of the properties that could be 
expected to occur in nature in addition to being treatable 
in clo ed form, not because it i believed to have any 
phy ical significance. 

For a con tant wind blowing over a calm ea (E initially 
equal to zero) the generation proceed lowly, depending 
on the value of E

0 
for each spectral component, until the 

waves a re appreciably high. Then generation proceed more 
rapidly. Finally the rate of generation decreases and thP 
resulting directional spectrum approaches N. The expres ion 
(13) does not take into account any dissipation for a wind 
oppo ing the waves. 

The principal advantage of expression (13), and of 
many others expressions of the type (12), is that the limited 
duration and fetch problems can be solved in closed form. 
For the limited duration problem on a plane we take 

aE 

ax 
= 0, 

f3 = const. 

aE 

ay 
= 0 
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con e las condiciones Ia solucion para (2) y (13} es with these condition the olution of (2) and (13) IS 

E = 
E0 N (1- ,\ ) 

(N ,\ + E0 } 
(14) 

don de where 

A = exp [ - (N. + E0 } ft ] 

Para rl problema del lim ite por fetch tomamo 

E (w, a, o, y, t) = 0 

U = cont. 

Con estas condiciones Ia solucion es Ia misma expresion 
( 14) , pero en este caso 

For the limited fetch problem we take 

oE 
ot 

= 0, 

{3 = 0 

oE 
oy = 0 

With these conditions the olution is the same expression 
(14) , but where in this case 

A = exp [- 2 w g-1 ec a (N + E0 ) fx] 

Existe una notable diferencia en Ia distribucion angular 
de Ia energia de onda , entre el metodo de Pierson y los 
resultados para nue tro problema de limite por fetch . En el 
ultimo caso las ondas cuyas direcciones se desvian mucho 
de Ia direccion del viento (lal grande} alcanzan mayor am· 
plitud para pequenos fetches, mientras en el metodo de 
Pierson Ia di tribucion angular se lorna independiente del 
fetch. El significado fisico es evidente : mientras mayor sea 
Ia lal mii largo sera el fetch para el correspondiente tren 
de ondas. 

DISIPACION 

Si Ia di ipacion se debe unicamente a perdidas por vis· 
co idad o turbulencia en el agua o sobre Ia superficie cuan· 
do bay viento quieto ( viento que no se oponen) el efecto 
se puede estimar como sigue. Substituyase 

There i one triking difference in the angular distribut· 
ion of wave ener gy between the Pier on method and the 
above result for limited fetch . In the later case the wave 
whose direction deviate by a large amount from the wind 
direction (large Ia I) a ttain greater amplitude at small 
fetches, whereas in the Pier on method the angular dis· 
tribution is taken independent of fetch. The phy ical mean· 
ing is evident: the larger thr Ia I the longer the fetch for 
that particula r wave train. 

DISSIPATION 

If dissipation arises solely from vi cous or turbulent 
losse in the water or at the surface against till air {no 
oppo ing winds) the effect ca n be estimated as follows. Set 

G = - KE n 

en (7). Aqui K y n pueden ser funciones de (1). La solueion 
es entonces 

m (7). Here K and n can be function of w. The solution 

is then 

E = F (w, u, v, w) e-ka 

para for 

n = 1 

1 

E = [F(w, u, v, w) (l - n) kt] j":'";"" 

para for 

n =I= 1 
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donde Ia funcion F es como antes arbit ra ria y u, v y w 
eslli n definidas por (9). Una modificaci6n simila r de Ia so­
lucion puede hacer e para el oceano plano. Los ejemplo 
anteriores se pueden solucionar Iacilmente, tomando en cuen· 
ta este tipo de cl isi paci6n. 

where the function F is arbitrary as before, and u, v and w 
are defined by (9). A similar modification of the solution 
can be made for the plane ocean. The previous examples 
can easily be worked out taking this type of dissipation into 
account. 
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