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RESUMEN

Se presenta una interpretacién geométrica sencilla de las Funciones Ortogonales Empiricas
cuando sus dos primeros modos explican un gran porcentaje de la varianza total (por ejemplo,
un 90%). La representacién geométrica en dos dimensiones (plano), permite obtener una ins-
peccién rdpida, informativa y resumida de la interrelacién entre las variables iniciales. Se esti-
man los errores relativos que se cometen al despreciar la influencia del tercer modo. Estos con-
ceptos son aplicados a una serie de datos de corrientes marinas obtenidas a distintas profundi-
dades. La interpretacién geométrica puede extenderse a mas de 2 dimensiones, aunque su vi-
sualizacién, obviamente, se hace cada vez mas diffcil.

ABSTRACT

A simple geometric interpretation of Empirical Orthogonal Functions is presented for the case
where the first two modes represent a large percentage of the total variance (say, 90%). A geo-
metric representation in two dimensions (a plane), permits a rapid, informative and succinct ins-
pection of the interrelation among the original variables. The relative error produced by supres-
sing the third mode is estimated. These concepts are applied to a series of data from oceano-
graphic current meters at different depths. The geometric interpretation can be extended to
more than two dimensions although the visualization becomes obviously more difficult.

* CICESE, Apartado Postal 2732, Ensenada, B. C., MEXICO.
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j

I. INTRODUCCION

La representacién y andlisis de campos multidimensionales en meteorologia y en
oceanografia han creado un auge en la utilizacién de las funciones ortogonales em-
piricas o eigenvectores, principalmente a partir de los afios 1950. Ademds de ofre-
cer las ventajas comunes a las representaciones ortogonales convencionales, las fun-
ciones ortogonales empiricas dependen exclusivamente de las estadisticas de los
procesos bajo estudio y, por ello, no requieren de las suposiciones de orden dina-
mico a priori que requieren aquellas para generar el conjunto ortogonal mds conci-
so*. Por lo mismo, las funciones empiricas son ortogonales en forma discretizada,
lo cual se acomoda a las caracteristicas de las técnicas de muestreo comtinmente uti-
lizadas.

Ejemplos de la utilizacién de las funciones ortogonales empfricas incluyen el tra-
bajo de Lorenz(1956), quien impulsé su aplicacién en la prediccién atmosférica, y
Davis (1976); el cual utilizé esté_ método para separar las componentes de los cam-
pos térmicos del Pacifico Norte. Kutzbach (1967) aplicé esta técnica para evaluar
las diferentes contribuciones de campos multivariables en la atmésfera; el ejemplo
equivalente en el océano lo proporcionaron Wang y Walsh (1976) en un estudio de
las componentes de un ecosistema frente a Baja California.

La aplicacién de las funciones ortogonales empiricas al estudio de estructuras de
playa se ilustra en Winant, Inman y Nordstrom (1975) y en Winant y Aubrey (1976),
‘donde se presentan algunos resultados acerca de la estabilidad de las mismas. En
otras aplicaciones, Kundu, Allen y Smith (1975) utilizaron el método en el estudio
de un sistema de circulacion costera y Allen y Smith (1981) utilizaron las funciones
ortogonales empiricas para hacer un diagnéstico de los balances dindmicos de tres
sistemas costeros distintos. ‘

La forma usual de representar las funciones ortogonales empiricas, esto es, super-
puestas en una misma gréfica y a lo largo de un mismo eje (Badan-Dangon, 1982;
Smith, 1981), no permite realizar una inspeccion répida e informativa que muestre
las posibles relaciones entre las variables iniciales. Lo mismo sucede con los coefi-
cientes de expansién, los cuales son funcién del tiempo. El propésito de esta nota
es proponer una manera nueva de representar los resultados de un analisis de funcio-
nes ortogonales empiricas. Este método aprovecha las representaciones geométri-
cas extremadamente sencillas de las estadisticas de las series originales para permitir
la interpretacién inmediata del andlisis y otorga una imagen clara de la estructura

* Cabe hacer notar que esto puede llevar en ocasiones a cierta ambnguedad en la interpretacién
del anélisis, como lo recalcan Allen y Smith (1981). .
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multivariada de los datos. Este método es particularmente Gtil cuando una mayor
parte de la varianza del sistema puede ser explicada por los dos o, a lo sumo, tres
primeros modos. Esto suele ocurrir en la inmensa mayoria de los sistemas geofisi-
cos, donde la energia tiende a decrecer exponencialmente de un modo a otro (Prei-
sendorfer, 1977).

Los resultados presentados en las secciones s1gu1entes si bien no aportan, mate-
méticamente, nada nuevo, ofrecen una representacién grifica que permite una vi-
sualizacion ripida de la estadistica de las variables de interés. La aplicacion a.datos
de corrientes marinas se presenta sélo como un ejemplo numérico y no se pretende
en este trabajo efectuar ningin tipo de anlisis sobre 1os datos en biisqueda de con-
clusiones desde el punto de vista oceanogrifico.

II. FUNCIONES ORTOGONALES EMPIRICAS

Las bases matemdticas de las funciones ortogonales empiricas (FOE) fueron presen-
tadas originalmente por Kosambi (1943) y existen descripciones detalladas del mé-
todo en trabajos posteriores (Lorenz, 1956, Lumley, 1970 Kundu, Allen y Smith,
1975). Ofrecemos aqur una breve revision:

~Sea ¥(x;, t;) el campo de una variable aleatoria, real, en la localidad i ésuna y
evaluadaaltlempok és1mo donde i=1,...N v k=1,...K.

En el contexto matricial podemos representar al campo v(X;, t;) como la matriz

. v=@‘1!29"-s!k) ¥
las componentes del vector Vi son las observaciones para cada estacion, a tiempo
ﬁ]o k :

Se define la matriz de varianza-covarianza como

R=pvl-1])v'=q U, )

donde I es la matriz unitaria, J(KxK) es una matriz con todos sus elementos uni-
tarios y el simbolo (') designa la transpuesta de una matriz.

La matriz R es simétrica y semidefinida positiva, por lo cual posee un conjunto
N de autovalores reales y positivos, y un conjunto N de autovectores

P=(1.Jh_[_>2,-'~- ’EN)
que, reescalados, cumplen la propiedad de ortogonalidad
P'P =1, . @

(N
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siendo A una matriz diagonal cuyos elementos son las varianzas que explican cada
uno de los N modos. El primer modo serd el que explique mayor varianza y asi
sucesivamente (\; >A2> . . . DAy)-

Dado que los autovectores (modos) forman un conjunto completo, la expansién
modal quedard expresada como

U =PE, 3)

siendo E= (Ei,E; ..., Ey) la matriz de los coeficientes, que pueden ser hallados

de ,
E=Xx'PU, )

y que posee las siguientes propiedades
Ee =0, 5)

siendo e’ = (1,1,... D)y¢

y L EE =1, 6)

Para mas detalles de la obtencién de estas relaciones, el lector puede remitirse a
las referencias ya citadas. En resumen, esta forma de reducir la informacién implica
una descomposicion de la organizacién del sistema en sus modos mds persistentes,
ya sea espacial o temporalmente.

A partir de las expresiones anteriores y con el fin de poder apreciar e interpretar
geométricamente ciertas caracterfsticas estadisticas de los datos, se hace necesario
explicitar la dependencia espacial y temporal de las matrices anteriores. Asi, pode-
mos definir un vector “espacial”, Hj en RN, tal que sus componentes estdn repre-
sentadas por los autovectores, es decir

(Noétese que H; es el vector de la fila j- ésima de la matriz P). Andlogamente, de-
finimos un vector “temporal” Cy en RN, tal que sus componentes estén represen-
tadas por el vector columna k- ésima de la matriz E, es decir

Gy = {E1(K), Ea(K), ... ,Ex(} (®)

El espacio RN estd compuesto por N ejes cartesianos ortogonales representa-
dos por cada uno de los N modos. Asi definidos ambos vectores, es posible expre-
sar la estadistica contemporinea de la informaci6n, con el Gnico manejo de proyec-
ciones ortogonales entre vectores, 4ngulos y modulos. Esto no sélo permite orde-
nar la informacién en forma resumida, sino también otorga un acceso rdpido, cuali-
tativo y cuantitativo a la misma. ’
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Una lista no exhaustiva de estas representaciones geométricas es la siguiente:
(las derivaciones de las expresiones son sencillas y no merecen atencién especial)

donde el stmbolo (-) significa producto interno (o escalar) entre dos vectores. No-

tese que este tipo de producto implica una proyeccién ortogonal de un vector sobre
el otro.

b) El cuadrado del médulo del vector espacial H es la varianza de la variable

( » te)s

Var [U(x;, t,)] = 1H;1%, (10)
y la dispersién estindar es
o; = IH;| . an

¢) Los elementos de la matriz de covarianza R, son el producto interno de los vec-
tores espaciales i- ésimo y j- ésimo,

d) El coseno del dngulo entre H; y H;j es el coeficiente de correlacion lineal entre
las variables U(x;, ty) v U(xj, te)s

e)- Los cosenos directores cuadrados del vector espacial H; representan la fraccién
de la varianza de la estaci6n j- ésima que es explicada por sus respectivos modos

7G) = cos?u® (14)

donde p{™) representa el dngulo que forma el vector espacial H; con el eje de
RN correspondlente al modo n- ésimo.

f) La proyecci6n ortogonal de Gy sobre H: es la estandarizacién a media nula y
varianza unitaria de la variable original v(xj, ty)s

tk) by - G (15)
donde S es la variable estandarizada y hj es el vector en la direcci6én de Hj.
Estas caracteristicas geométricas surgen entonces como propiedades del dlgebra

lineal cuando se diagonaliza una matriz simétrica. Sin embargo, tratar de visualizar-
las en un espacio euclidiano de N dimensiones es obviamente imposible.
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Afortunadamente la experiencia con variables que poseen un significado. fisico
bien concreto ha mostrado que en general bastan no mds de 2 6 3 modos para expli-
car mds del 95% de la varianza total. De esta forma, el espacio de los vectores es-
pac1al y temporal se reducman 2263 d1menslones

g El caso ideal serfa poder trabajar-en el plano (cuando sélo son necesarios los dos
primeros modos para explicar un gran porcentaje de la varianza total). Aun en el
caso de que sean necesarios los tres primeros modos, es posible reducir el problema
de 3 dimensiones al plano y evaluar los errores-al admitir tal contraccién. La sec-‘
ci6n siguiente trata sobre este tema.

III. ANALISIS DE ERRORES

La reduccion (contraccién) del andlisis por funciones ortogonales empf{ricas de tres
dimensiones a dos dimensiones implica un cierto error relativo porcentual. Este es
pequefio- cuando, como lo hemos expresado anteriormente, los dos primeros modos
son suficientes para expresar una proporcioén considerable de la varianza total. Una
forma conveniente de expresar este error es:

Zo2—2Zp3

E,=[R—ZR3—R—]-100 . - . 16)
donde R? y R® indican el espacio euclidiano en el que se realizan los célculos de
los modos. Esto es, un valor positivo de E, indica que el cdlculo en R? sobrees-
tima al valor verdadero en R3; un valor negativo de E, indica que €l cdlculo.en
R? sub-estima al valor verdadero en R® en el porcentaje indicado. Por lo tanto,
el valor verdadero puede obtenerse de:

Zg3 =1 . g2 , a7
1+ 5

100

Ademds, podemos entonces definir al factor:

y=—L (18)
1+ E
100 :
como el factor de correccién, que serd mayor o menor que la unidad, dependiendo

del signo de E,. Especificamente, tenemos para algunas expresiones presentadas
en la secci6n anterior:
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(a) Error relativo en las dispersiones estandar (11):

a o » IHIR2 v ‘ P
E, = - [l—m;KS—] - 100 . | (19

(b) Error relativo en los elementos de 1d matriz de covarianza (12):

(H; - Hpg2

(H; - Hy)g? F:.-100 ; @0

El’ =_[1_

(c) Error relativo en los coeficientes de correlaci6n lineal (13):-

-y cos(H;, Hj)Rz B ,
E, Fl c_—_os(Hi,Plj)R3]' 100 . @1

(d) Error relativo de la varianza explicada por cada modo (14):

100 . . (22)

IV. APLICACION

A manera de ilustracion de los argumentos que hemos presentado, desarrolltamos un
andlisis en funcione$ ortogonales empiricas de un conjunto de datos de corrientes
ocednicas. Estos datos fueron obtenidos frente a Baja California en profundidades
de 25, 42 y 60 m, por medio de tres correntometros de registro electrénico marca
General Oceanics. Los detalles de la instalacion, operacién de los instrumentos y
del andlisis preliminar de los datos pueden encontrarse en Barton ef al. (1980). Los
datos resultantes que se muestran en la figura 1 son tres series temporales de velo-
cidad, filtradas de tal manera que eliminen las frecuencias inercial y mayores. Estas se-
ries han sido giradas 45° en direccién contraria a las manecillas del reloj, que esla
orientacién general de la costa. Indicamos con u, v, las componentes en las direc-
ciones X, y, que son positivas hacia el noreste y noroeste respectivamente.
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Para este ejemplo tomamos la componente v(t), paralela a la costa, como datos
de entrada al andlisis (figura 2). O sea, tenemos especificamente v(x;, t; ); donde
X;, 1 = 1, 2, 3 se refiere a la posicién (profundidad) de cada sensor y ty, k= 1,
1120 es el nimero de datos, donde cada dato es tomado a intervalos de seis horas.

Las estadisticas basicas de estos datos se muestran en la Tabla 1.

ke Pl W\J\/\
g Y w

o ol N\ f)\J\ M”Xm AW f\A\/\f\\j\\

éi’
4

il

¢« » o+ W m 1 w w 4w M L w A 4w B L wm o~ wm N 1 ow on
AN 7S TR ] x50 7 s xr e L] ore 13 ENE w Le 8

Fig. 2. Series temporales de la componente V(t) de la corriente, dirigida a lo largo de la costa.
Valores positivos indican un flujo hacia el noreste.

La matriz de covarianza de estos datos, definida por (1), es:

Tabla 1

Estadisticas bdsicas de las series temporales utilizadas en
el andlisis por funciones ortogonales empiricas. De las
dispersiones estdndar se muestran las verdaderas y las
calculadas en R?, segiin la ecuaci6n (11).

Profundidad media Dispersién est«’mdar
(m) (cm/seg) R*(cm/seg) R3(cm/seg)
25 3.872 18.533 18.537
45 4.002 11.755 11.859

60 2.887 5.173 5.662
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343.61 19290 6824
Ry = | 19290 14065 =~ 54.14
68.24 5414 32.06

Los autovectores que resultan con la condicién de normalizacién expresada por
(2), asf como el porcentaje de la varianza total contribuida por cada modo, son:

ler. modo 20.modo 3er. modo »
P1(x;) P2 (x;) Ps(x;)

AN/ZN 92.37% 6.09% 1.54%

X1 18.30 2.93 ~-0.44
X2 11.17 -3.66 1.58

X3 4.17 -3.07 -2.30

Estos mismos pueden representarse grificamente en su forma cldsica como en la
figura 3. En ésta se aprecia que los tres modos ortogonales empiricos corresponden
aproximadamente a un modo barotrépico dominante y a los dos primeros modos
baroclinicos de mucha menor importancia. De la misma forma los coeficientes tem-

- porales de la expansion, expresados por (4) ilustrados en la figura 4, muestran que
el primer modo expresa una gran proporcién de la varianza del conjunto de datos,
asf como su contenido en frecuencia dominante. Es sencillo verificar que los auto-
vectores 0 modos cumplen con la condicidn de ortogonalidad (2). A su vez, los au-
tovalores corroboran que el 98.46% de la varianza queda representado por los dos
primeros modos.

Por ello, podemos hacer uso de una representacién bidimensional de este analisis.

Los vectores espaciales Hi’ definidos por (7), en dos dimensiones (R?) son:

H;, = (18.30, 2.93)
Hy = (11.17, -3.66)

H; = ( 417, -3.07)

El grifico de este andlisis en las dos dimensiones apropiadas se muestra en la figura
5. De estos vectores podemos obtener las siguientes cantidades:
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AUTOVECTORES  (cm/seg}) - .-

25
30
35
140
45

! 50

PROFUNDIDAD ( m.)

155

+60

165

Fig. 3. Distribucién espacial de los tres lirirherés imodos del andlisis por funciores ortogonales
empfricas.

1. Dispersiones estindar: Estas estdn dadas por la expresion (11) como IHjI y se
indican en la Tabla 1. Las diferencias que se observan en relaci6én con las dispersio-
nes estdndar calculadas inicialmente se deben a que se ha despreciado el tercer mo-
do. El error relativo porcentual es, para cada profundidad, segin (19):

X: --0219%
Xg3: -— 0.8770/0
Xx3: —8.636% -

2. Matriz de covarianza. Los elementos de ésta se calculan a partir de (12), de don-
de, en R?, se obtiene:

343.49 193.66 67.24
R; = 193.66 138.18 57.77

67.24 57.17 26.76
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Los errores relativos debidos a la reduccién de R® a R?, segiin (20), son:

~0.032 0.394 _1.465
E(%)=] 039  -1.721 6.705
~1.465 6.705  -16.53

3. Coeficientes de correlacion lineal. Estos se calculan a partir de (13) y en R? se
obtiene, para e] caso:

1.000 0.889 0.701
[ 0.889 1.000 0.950
0.701 0.950 1.000

Los errores asociados a este cdlculo son (21):
- 1.36 7.84
E(%)=] 136 - 17.87

7.48 17.87 -

4. Varianza explicada por cada modo. Esta es funcion de los cosenos directores de
los vectores espaciales; segin (14): Siendo n el modo y j la estacién (profundi-
dad), se cumple que: 3 3

2 'yf,(xj) = ¥ cos? u](“) =1, X))
n=1 n=1

esto es, el total de la varianza de cada estacion estd distribuido entre sus tres modos.
En R? los vectores calculados son;

ler. modo 20. modo
Xi: 97.50 % 2.50 9%
X 90.29 % ©9.719%

X3: 64.86 % 35.14 %
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Las diferencias relativas porcentuales se obtienen de (22) y, numéricamente, és-
tas son para ambos modos:

Xy 0.032%
x:  L751%
Xg: 19.80 %

L I R ) B R T SR )
amn amn mn e " o oie ENE ar L)

Fig. 4. Series temporales de los coeficientes de los tres primeros modos de andlisis por funcio-
nes ortogonales emp{ricas. :

V. RESUMEN Y CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un esquema geométrico de las funciones ortogonales empiricas,
cuya representacion permite efectuar una rdpida visualizacién de las caracteristicas
cualitativas y cuantitativas de la estadistica de los datos.

El ejemplo ha mostrado que la contraccién de 3 "5':2,.d;imensiones no produce
errores relativos significativos, lo cual es debido a que los dos primeros modos ex-
plican un gran porcentaje (98.46%) de la varianza total. La figura 5 resume enton-

')




342 ‘GEOFISICA INTERNACIONAL

ces las caricterfsticas' mds importantés de la estadistica'de las observacioties origina-
les. De la figura 5 y con célculos sencillos, pueden obtenerse estimaciones ripidas
de: las varianzas de cada estacién, la correlacién lineal entre estaciones, los porcen-
tajes de varianza de cada estacién que explica cada modo, etcétera, por lo cual ma-
nifestamos que este tipo de representa01én resulta ser mucho mads informativa que
1a cldsicamente usada (figura 3)

RN

2° Modo
(cm/seq)
B -
4 4
Hl
iy
e 1 1° Modo
-4 4 Jy, 8 12 16 20  (cm/seq)
r & Ha )
-4 Hy H,
-81

Fig. 5. Diagrama en R? de los vectores espaciales, definidos por la expresién (10).
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